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SUR LES INVARIANTS DIFFÉRENTIELS 
DES GROUPES CONTINUS DE TRANSFORMATIONS 


PAR 
AR. TRESSE. 
Introduction. 


La notion d’invariant différentiel est une de celles qui se présentent 
le plus souvent dans les différentes branches de l'Analyse. On sait, par 
exemple, combien est feconde, dans la Géométrie des courbes gt surfaces, 
la théorie de la courbure, c'est-à-dire des invariants différentiels des courbes 
et surfaces par rapport au groupe des mouvements de l'espace; comment 
la courbure totale de Gauss, combinée avec les paramètres différentiels de 
BELTRAMI, intervient heureusement dans la théorie des surfaces applicables. 

De nos jours, HALPHEN a déterminé les invariants des courbes, planes! 
et gauches’, par rapport aux transformations projectives; et c'est en gé- 
néralisant ces résultats que, reprenant les recherches de LAGUERRE* et 
BrıoscH1‘, il est arrivé, dans son mémoire célèbre”, à construire les in- 
variants des équations différentielles linéaires par rapport aux transforma- 
tions ponetuelles qui n'altérent pas leur forme linéaire. 





* HALPHEN, Thèse, Sur les invariants différentiels, Paris, 1878. 

> Sur les invariants différentiels des courbes gauches, Journal de l'école poly- 
technique, 47"* Cahier. 

* LAGUERRE, Comptes rendus, t. 88, p. 116 et 224. 

* Bnroscur, Bulletin de la société mathématique de France, t. VII, p. 105. 

* HALPHEN, Sur la réduction des équations différentielles linéaires aux formes inté- 
grables, Mémoires des savants étrangers, t. 28. 
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La théorie des équations différentielles a encore fourni d'intéressantes 
applications des invariants différentiels à MM. Appetit et Rivereau’, sur 
la transformation des équations de la forme 


dy Sa Hay. Haye 
deb, + hy +... + bpy? 





par la transformation 


2. = Xr y = yX,(z) + X,(x) 
ou sur des cas particuliers de ce probléme; à M. Rocer LiovvirLLE?, sur 
la transformation ponctuelle de l'équation: 


y" + ay + 3a, + 3a,y + a, = 0. 


Dans toutes ces recherches s'est présenté ce résultat que les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que deux équations données puissent se 
ramener l'une à l'autre à l'aide d'une transformation de nature déter- 
minée, s'obtiennent par la considération d'un nombre fini d'invariants 
différentiels. : 

L'objet de ce travail est de généraliser ce principe. J'ai fait, dans 
ce but, application de la théorie des groupes de M. Liz, laquelle se prête 
admirablement à l'édification d'une théorie générale des invariants diffé- 
rentiels. C'est ce qu'a commencé M. Lie lui-même, dans plusieurs re- 
cherches où il avait principalement en vue la détermination de ces in- 
variants?^; c'est aussi ce qu'ont indiqué dans deux notes, assez brèves, 
mais fondamentales, HALPHEn* et M. Goursar’. 





! APPELL, Sur les invariants de quelques équations différentielles, Journal de math., 
Ame série, it. 5. 

Rivereau, Sur les invariants de certaines classes d'équations homogènes par rapport 
à la fonction inconnue et à ses dérivées, Thèse, Paris 1890. — Sur les invariants de 
quelques équations différentielles, Journal de math., 4™° série, t. 8. 

* ROGER LrovviLLE, Sur les invariants de certaines équations différentielles, Journal 
de l'école polytechnique, 59"* cahier. 

* Voir, entre autres, LrE, Über Differentialinvarianten, Math. Annalen, t. 24. 

* HALPHEN, Sur l'existence des invariants, Lettre à M. SYLVESTER, American 
journal of mathematics, vol. 9, p. 137. — Voir, à ce sujet, Lig, Die Begriffe 
Gruppe und Invariante, Leipziger Berichte, 1887. 

* Goursar, Sur les invariants des équations différentielles, C. R., t. 107, p. 898. 
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M. Lie a établi comment, en général, il existe des invariants dont 
le nombre croit indéfiniment avec l'ordre. J'ai démontré qu'il existe, dans 
chaque cas, des procédés, paramètres différentiels ou opérations invariantes, 
permettant, étant connus des invariants, d'en déduire de nouveaux; et 
que, étant déterminé un nombre fini d'invariants, on peut, par ces pro- 
cédés, obtenir tous les autres. Il en résulte que les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que deux multiplicités de méme nature puissent se 
ramener lune à lautre par une transformation du groupe, sont définies 
par un nombre encore limité de ces invariants. 

Ce travail est divisé en trois parties. Dans la premiere, j'établis une 
proposition, fondamentale pour la suite, savoir, que l'étude d'un systeme 
d'équations aux dérivées partielles se réduit toujours à celle d'un nombre 
fini d'équations; puis, je rappelle les propositions générales de M. Liz, 
sur les groupes définis par des systémes d'équations aux derivées partielles, 
groupes que j'appelle groupes de Lie. 

Dans la seconde partie, je montre comment les invariants d'une 
multiplicité se déduisent immédiatement des équations de définition du 
groupe, et je rappelle comment M. Liz, partant des trausformations in- 
finitésimales, obtient ces invariants par l'intégration de systémes complets. 
Puis j'établis les propositions concernant les systèmes finis d'invariants. 

Enfin, dans la troisième partie, je montre comment la notion d'in- 
variant différentiel s'identifie avec celle de forme réduite, celle-ci pouvant 
méme guider le calcul des invariants. Je termine par la détermination 
des invariants d'une surface, par rapport aux transformations conformes 
de l'espace, d'une part, et aux transformations projectives, d'autre part; 
puis, par celle des invariants déjà obtenus par une voie toute différente 
par M. Roger Liouvizze dans le probléme qu'il a traité. 

J'ai entrepris ces recherches sur les conseils de mon trés illustre 
maitre, M. Sopaus Lir, qui m'a initié à ses théories si fécondes et 
aujourd'hui si vastes des groupes de transformations, Qu'il me soit permis 
de lui en exprimer ici ma plus vive reconnaissance! 
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PREMIERE PARTIE. 


CHAPITRE I. 


Propriété générale des systèmes d'équations 
aux dérivées partielles. 


1. On appelle multiplicité à n dimensions d'un espace à n + p dimensions 
un système de p fonctions z,,2,,...,2, de n variables indépendantes 
DD es Ve 

Si une telle multiplicité satisfait à une ou plusieurs équations aux 
dérivées partielles, entre les x, les z et leurs dérivées, elle satisfait aussi 
aux équations qui sen déduisent par différentiation. En s'élevant aux 
ordres supérieurs, on obtient de la sorte un nombre illimité d'équations; 
si on ne considère pas celles-ci comme distinctes des premières, il y a lieu 
de se demander sil peut exister des systémes comprenant un nombre 
illimité d'équations ainsi distinctes, et s'il peut exister des multiplicités 
définies comme solutions de pareils systèmes illimités d'équations. 

Nous verrons qu'il n'en est rien. Par exemple, on sait! que la 
condition nécessaire et suffisante pour que la solution générale d'un 
système d'équations aux dérivées partielles ne dépende que d'un nombre 
fini de constantes arbitraires, est que l'on puisse à l'aide de ces équations 
exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre des z, en fonction des 
dérivées d'ordre inférieur, des x et des z. Un pareil systeme est néces- 
sairement limité. 


2. Considérons d'abord le cas simple d'une seule fonction z de deux 
variables, x et y, définie par un système donné d'équations aux dérivées 





' Voir, Liz, Theorie der Transformationsgruppen, Erster Abschnitt, p. 179. 
BovnLET, Sur les équations aux dérivées partielles simultanées, Annales de l'école 
normale, 1891, Suppl. 
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partielles. Considérons les équations d'ordre h de ce système, et mettons- 

les sous une forme canonique, en les résolvant par rapport à une ou 
2 

plusieurs dérivées d'ordre h, 


/ ohz f 
2. == —————— — ) 
~a,h—a 92% 9j^—^ Cha 


de telle facon que la fonction 4,, ne contienne que des dérivées d'ordre 
h, 2,,., telles que l'on ait 
Qi ec a 


Une pareille réduction est toujours possible. De plus, les équations d'ordre 
supérieur, qu'on en déduit par différentiation, se présentent encore sous 
forme canonique. 

Représentons alors dans un plan, la dérivée 
2,8 par le point de coordonnées a, ff: les déri- 
vées d'un méme ordre sont situées sur une droite: 


x + y = const. 





La présence, dans le système canonique, d'une 
équation résolue par rapport à z,,, entraine, pour 
les systèmes d'ordre supérieur, celle d'équations résolues par rapport à 
toutes les derivées, dont les points représentatifs sont situés dans l'angle 
formé par les parallèles aux axes menées par le point a, f, ou sur ces 
parallèles. Si donc il y a des équations résolues par rapport à une ou 
plusieurs dérivées d'ordre /: 


2 2] 2 
(1) *gy,h—a, > ay h—a, 9 *** 9 “da, h—aq 


avec 
CET aou 


on aura, à partir d'un certain ordre, des équations résolues par rapport 
à toutes les dérivées de 2,2,;, excepté pour 


‘ 


ga OUEN 0,5 


il peut même se présenter plusieurs équations ré- 
solues par rapport à une méme dérivée 2,,; il 





nous suffit de ne conserver qu'une seule d’entre 
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elles, celle, par exemple, qui s'obtient en différentiant la dérivée d'indice «a 
le plus élevé, parmi les dérivées (1). 

Le nombre des dérivées qui ne figurent pas dans les premiers membres, 
pour un ordre déterminé, est alors constant quel que soit cet ordre, et 
égal à h— a, + a,. Si alors le système n'est pas limité, c'est qu'il y a 
lieu d'ajouter des équations nouvelles, lesquelles, combinées avec les 
précédentes, peuvent se mettre encore sous forme canonique. Or, aprés 
h — a, + a, équations nouvelles, au plus, on trouve un ordre s, tel que 
toutes les dérivées d'ordre s et d'ordre supérieur de z s'expriment en 
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Le systéme est alors nécessairement 
limité, et toute équation nouvelle, ajoutée aux précédentes, se raméne à 
une équation d'ordre inférieur à s, laquelle peut être ou n'être pas 
analytiquement indépendante des premières. Dans tous les cas, le système 
est donc limité. 


3. La proposition subsiste dans le cas d'une multiplicité, que j'ap- 
pellerai de deuxième espèce, formée de p fonctions 2, , 2, , ... , z, dépendant 
chacune de deux variables indépendantes, z,, y,, pour 2,,%,,%, pour 
Z,...., Lys Y, pour z,: ces variables peuvent d'ailleurs ne pas être toutes 
différentes. Ici, on dressera encore une liste des dérivées d'ordre 5, en 


3 at t8 
rangeant d'abord celles de 2,, 2,,; (2. = : 


— à suivant les indices « 
ox OY 


1/ 





décroissants, puis celles de z,, de la méme manière, et ainsi de suite. En 
suivant cette liste, on peut mettre les équations d'un: méme ordre h, que 
comprend le systéme, sous une forme canonique, c'est-à-dire, en les résol- 
vant par rapport aux dérivées d'ordre h: 


2. L—.. 
“ta,h—a ¢ 1,0,h—a. 


de telle facon que les dérivées d'ordre h, qui figurent dans d sui- 
vent z;,, , dans la liste. Cette forme a encore la propriété manifeste de 


rester canonique apres différentiation. 


i,a,h—a 


Dans les premiers membres de ces équations figurent par leurs déri- 
vées une ou plusieurs fonctions z. D’après le paragraphe précédent, on 
ne peut ajouter qu'un nombre fini d'équations nouvelles, résolues par rap- 
port aux dérivées de ces fonctions. Si donc le système n'est pas limité, 
on fera apparaitre, aprés un nombre fini d'additions d'équations nouvelles, 
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une on plusieurs fonctions nouvelles z, et ainsi de suite. Finalement, on 
aura dans les premiers membres, toutes les fonctions z, aprés quoi, en 
ajoutant encore un nombre fini d'équations nouvelles, on arriverait à ex- 
primer toutes les dérivées d'un certain ordre en fonction des dérivées 
d'ordre inférieur. Sous cette forme, le systeme est alors nécessaire- 
ment limité. 


4. Pour généraliser la proposition, je la supposerai établie pour toute 
multiplicité de n — 1*"* espèce, et l’etendrai à celles de x°"° espèce. 

Soit, celle-ci, .formée de p fonctions, z,,2,,..., z,, chacune de n 
variables indépendantes, z;, par exemple, étant fonction de 7;,, 4;2,..., Lin- 


On posera 
or tat... tanz, 





Ga a 92i 9223 7 m , 

Comme dans les cas précédents, on dressera une liste des dérivées d'un 
méme ordre, en rangeant les dérivées de z,,2,,,,,. Suivant les indices 
a, décroissants, celles ayant méme indice 4, suivant les indices a, dé- 
croissants, et ainsi de suite, et de méme pour les fonctions suivantes 
2,5..., Z,. D’aprés cette liste, il est encore possible de mettre les équa- 
tions d'ordre h sous une forme canonique se conservant par différentiation: 


(2) P Zi ay as... n 175 RER, en) 
les dérivées d'ordre A qui figurent dans &,,..,..,. suivant Zoe sur 
la liste. 
Cela fait, supposons que la fonction z; figure dans lun des premiers 
membres de ces équations, par sa dérivée z,,,,. ,. Dans les équations 


d'ordre supérieur, on a, par le fait, des équations résolues par rapport à 
toutes les dérivées de z;,,,, ,. Nous considérons l'ensemble des autres 
dérivées de z;, d'ordre h et d'ordre supérieur, comme appartenant à une 
multiplicité de » — 1*"* espèce, définie comme il suit. Prenons comme 
fonctions les dérivées de z;, d'ordre h, distinctes de 2;,,, ,; et soit 
48,8, June quelconque d'entre elles: l'un au moins des indices f est 
inférieur à l'indice « correspondant, car on a: 


Pi RESTE = SRR ge ele 
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Si, &,-« «,, on considère seulement les dérivées de 2;5,5, 4, prises par 
rapport à æ,,%,,...,%, 1, et non à z,. Parmi les autres 2;5,,5,.,;, On 
prend celles pour lesquelles on a: f, ,-««,,, et on considére toutes 
leurs dérivées, sauf celles prises par rapport à z, ,, et ainsi de suite. 
De cette facon, on fait entrer toutes les dérivées de z;, d'ordre égal ou 
supérieur à h, qui ne sont pas dérivées de z;,,,, |... dans une multiplicité 
de n» — 1*"* espèce, car une telle dérivée a lun au moins de ses in- 
dices inférieur au nombre correspondant de la suite q,, a, ,...,a, De 
plus, cette multiplicité de n — 1°" espèce ne comprend aucune dérivée 
GEL HAE 

On fera ainsi pour toutes celles des fonctions z,,2,,.... 2, qui fi- 
gurent dans les premiers membres du systeme (2) Or, d'aprés ce qui a 
été admis sur les multiplicités de n — 1i*"* espèce, on ne peut ajouter 
qu'un nombre fini d'équations nouvelles résolues par rapport aux dérivées 
de ces fonctions, ainsi mises à part: il en est méme certaines qui s'intro- 
duisent nécessairement, celles qui expriment que deux des dérivées de la 
multiplicité de » — 1""* espèce sont identiques. Si donc le système n'est 
pas limité, on fera apparaitre, dans les premiers membres, aprés un nombre 
fini d'additions d'équations, une ou plusieurs nouvelles fonctions z, et ainsi 
de suite. Finalement, on arriverait encore à un systéme nécessairement 
limité, permettant d'exprimer toutes les dérivées d'un certain ordre en 
fonction des dérivées d'ordre inférieur. Donc: 


Théorème I. Un système d'équations aux dérivées partielles étant défini 
d'une manière quelconque, ce système est nécessairement limité, c'est-à-dire 
qu'il existe un ordre fini s, tel que, toutes les équations d'ordre supérieur à 
s que comprend le système, se déduisent par de simples différentiations des 
équations d'ordre égal ou inférieur à s. 


5. La méthode suivie dans cette analyse conduit à d'autres résultats. 
En différentiant les équations d'un systéme canonique, on a négligé ce 
fait qu'une méme dérivée peut, dans certains cas, s'exprimer de plusieurs 
maniéres différentes, pour n'envisager qu'une seule de ces expressions. Si 
on exprime que ces différentes valeurs doivent étre égales, on forme ainsi 
des équations, qui, si elles ne sont pas des conséquences analytiques de 
celles déjà connues, appartiennent à la catégorie des équations nouvelles 
qu'il faut ajouter au systéme. 


^ 
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Dans le cas où ce procédé n'ajoute pas d'équations nouvelles, on dit, 
ou que les conditions d'intégrabilité sont satisfaites, ou que le système est 
complètement intégrable, ou qu'il est en involution. 

D’après cela, étant donné un systeme quelconque de p équations aux 
dérivées partielles, on peut, selon la marche suivie, le mettre sous forme 
canonique, puis différentier ses équations, et exprimer, s'il y a lieu, les 
conditions d'intégrabilité. Nos raisonnements montrent que, en suivant 
cette voie, on arrive, aprés un nombre limité d'opérations, ou à un système 
complètement intégrable, ou à un système définissant toutes les dérivées 
d'un certain ordre s, en fonction des dérivées d'ordre inférieur. Si on 
différentie ces équations d'ordre s, puis qu'on écrive les conditions d'inté- 
grabilité relatives aux dérivées d'ordre s + 1, ou bien on trouve qu'elles 
sont des conséquences analytiques des équations d'ordre égal ou inférieur 
à s, ou bien on obtient de nouvelles équations d'ordre s ou inférieur. 
Dans ce cas, on ajoute ces équations au systéme proposé, et on répéte 
les mêmes opérations. Finalement, les dérivées d'ordre au plus égal à s 
étant en nombre fini, on arrive, aprés un nombre limité d'opérations, ou 
à un systeme incompatible, ou à "un système completement intégrable, 
dont la solution généralene dépend alors que d'un nombre fini de con- 
stantes arbitraires. Donc: 


Théorème IL Etant donné un système quelconque d'équations aux déri- 
vées partielles, on peut, après un nombre limité de différentiations et d'élimina- 
tions, ou bien montrer qu'il est incompatible, ou bien le mettre sous forme 
d'un système complètement intégrable, dont la solution générale dépend 
alors, suivant les cas, de fonctions ou de constantes arbitraires. 


6. L'existence des solutions de ces systèmes complétement intégrables 
y D , 
dans toute leur généralité, a fait l'objet de plusieurs travaux remarquables, 
5 , J q 
particulièrement de MM. Meray et Rıquier' et BounLET!, qui ont con- 
tinué les savantes recherches de Caucuy, de M. Dargoux* et de M"* DE 
> 
Kowatrvski*. Le développement de ces travaux n'a pas place ici; j'en 
pp J 





' Meray et RIQUIER, Annales de l'école normale supérieure, 1890. 

* BOURLET, loc. cit. 

* G. DarBoux, Comptes rendus de l'aeadémie des sciences, t. 80, p. 
IOI eb 317. 

* SoPHIE von KOWALEVSKT. Journal de Crelle, t. 80. 
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retiendrai seulement, pour l'utilité de ce qui suivra, ce fait que la solu- 
tion générale d'un système complètement intégrable dépend de fonctions 
ou de constantes arbitraires. Je remarquerai de plus, ce qui est encore 
un résultat des travaux que je viens de citer ^ que les équations d'un 
systeme complétement intégrable permettent de former les développements 
en séries des solutions; les coefficients de ces séries, c'est-à-dire les valeurs 
que prennent, pour un systeme donné 9, Ta; +++; Lnos de valeurs des 
variables indépendantes, les fonctions z et leurs dérivées, sont assujettis 
seulement à satisfaire aux équations du systéme, de telle sorte qu'un 
certain nombre d'entre eux peuvent étre choisis arbifrairement, sous cer- 
taines conditions de convergence seulement. 





CHAPITRE II. 
Les groupes de Lie. 


1. Je rappelle d'abord quelques définitions”. Etant données n 
variables, ou coordonnées d'un point d'un espace À, à n dimensions, 
J,.0,..... M, Considérons n autres variables a, 354... . 2.» définies en 
fonction des premieres par les équations: 


(1) DAMES FE. les tee ele (i—1,2,...,9) 


Si inversement, on peut résoudre ces équations par rapport aux x en 
fonction des x’, on dit qu'elles représentent une transformation, substituant 
les z' aux x. Une transformation peut étre considérée, soit comme un 
simple changement de variables, soit comme une transformation ponctuelle 
de l'espace R, en un autre espace R,. Ainsi, les équations: 


n 


xv — y cosa — ysina, y = mr sina + y cosa 





" BOURLET, loe. eit., p. 52.  (Suppl.) 
* Sopnus Lig, Theorie der Transformationsgruppen, Erster Abschnitt, Einleitung. 
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représentent, soit un changement de coordonnées rectangulaires, soit une 
rotation du plan autour de l'origine. 

Etant défini un ensemble de transformations, on dit qu'il constitue 
un groupe de transformations, si la succession de deux d'entre elles, 
effectuées l'une aprés l'autre, constitue encore une transformation de 
l'ensemble. 

Nous supposerons toujours, avec M. Liz, que toute transformation (1) 
d'un groupe vérifie un systéme d'équations aux dérivées partielles entre 
@,,%,,---,%,, d'une part, x, %,,...,%, considérées comme fonctions 
des variables précédentes et leurs dérivées, d'autre part, et que, récipro- 
quement, toute solution d'un pareil système définit une transformation 
du groupe. Nous supposerons en outre que ce systéme n'est formé que 
d'équations analytiques par rapport à tous les arguments, variables, fonc- 
tions et dérivées qui y figurent, et qu'il est irréductible. J'appellerai 
groupe de Lie, un groupe ainsi défini; il est fimi ou infini, suivant que 
sa transformation générale dépend. de constantes ou de fonctions arbitraires; 
il est continu, c'est-à-dire, que l'on peut passer de l'une quelconque de ses 
transformations à une autre par une variation continue de ces arbitraires. 


2. Quant au systéme d'équations qui définit les transformations du 
groupe (1) je supposerai toujours qu'il est mis sous forme complétement 
intégrable, opération que l'on sait effectuer; alors, si le systeme est d'ordre 
N, toute équation d'ordre inférieur ou égal à N, que l'on pourrait dé- 
duire de ce systéme par des différentiations, suivies de l'élimination des 
dérivées d'ordre supérieur à N, est nécessairement une conséquence ana- 
lyfique des équations de ce systéme; en outre, toute équation d'ordre 
supérieur à N, satisfaite par toutes les solutions de ce système, se déduit 
nécessairement par différentiation des équations de ce système. Soit, ce 
système, formé de o équations: 


(2) lens D cc tr e en c nem o Mu Em 


en posant: 


, 
P LU Qartart..- ban 
*"1,3,,05...,0n ^. a CA An * 
9v, Or, ... QT. 
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Il comprend y, équations distinctes d'ordre zero, p, équations di- 
stinctes d'ordre wv, ..., py équations distinctes d'ordre N, c'est-à-dire que, 
des pz équations d'ordre K, par exemple, on ne peut pas déduire d'équa- 
tions d'ordre inférieur par élimination des dérivées d'ordre K; ces px 
équations comprennent d'aileurs celles qu'on obtient en différentiant les 
équations d'ordre K — 1. On a: 


po ity + th "MEUM 


et le groupe est fini, si py est égal au nombre des dérivées d'ordre N, 
infini, sil lui est inférieur. 

On pourra d'ailleurs, suivant les cas, supposer le systéme (2) prolongé 
jusqu'a un ordre Q supérieur à N en, lui adjoignant les j,,, équations 
distinctes d'ordre N+ 1, sy, d'ordre N+ 2,.... 9 d'ordre Q, qui se 
déduisent des wy équations d'ordre N, par 1,2,..., Q — N dérivations 
successives. Quand nous parlerons des équations du systeme (2), d'ordre 
au plus égal à K, ce nombre K pourra être quelconque, inférieur, égal, ou 
supérieur à N; et il faudra entendre par là l'ensemble des p, équations 
d'ordre o, n, d'ordre I,...,/tx d'ordre X, qui viennent d'être formées. 

Ces équations peuvent prendre une autre forme qui nous sera utile 
dans la suite. Les 5, équations d'ordre zéro n’entrainent pas de relation 


entre 7,, 17,,..., v, seulement, de sorte qu'elles permettent d'exprimer 
un certain nombre des fonctions 2, ,%,,...,2!, en fonction des autres 


et de 7,,7,,..., 7,; plus généralement, elles permettent d'exprimér 


oy Tr... % en fonction de 2:,,5) 5.7) $,;' et "dé "e, "parametres, 
#,2,...,2, que jappellerai paramètres d'ordre zéro: 

\ m 5 : 0 970 0 E 
(A,) UT = ei(z, 130.6, Any Ay 32, 5, AE (15153; 50 


=o 


Ensuite, les y, équations du premier ordre donnent certaines des dérivées 
du premier ordre en fonction des autres, de 2, , 2,,..., Zus Dis Uy, «++ 4 ins 


ou mieux, elles donnent les dérivées du premier ordre, en fonction de 


Dy Las 50.545425 5 des Cb dec; paramétres MOUVEAUX A), Les 
dits paramètres du premier ordre: 

Ox), * 30 5 31 1 31 
(4,) > 2D ECCE La > pe AT lat y. os ALG Ug cs re 

2r; 
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. Et ainsi de suite, jusqu'à un ordre quelconque K, les dérivées d'ordre K 


s'exprimant en fonction de z,, 7,,..., r,, des e, paramètres d'ordre zéro, 
&, d'ordre un,..., et de e, paramètres d'ordre K, M, 1, ..., As: 


Pd = . - 30 30 31 j! yK yK 
(4,) Tn,a1,2....,@n FR Phase ce (Où JADE T; , A; aem. Az, 3 A 2... ^a 25473 Ay gue. À.) 


(A=1,2,.,n) (aa... +an=K) 

L'ensemble des équations (A,), (4,),...,(4,) est équivalent au système 
(2) pris jusqu'à l'ordre K. | 
Dans les fonctions ¢ qui figurent dans ces équations, les paramètres 

À sont essentiels, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de fonctions des À et de 
RE en nombre inférieur à ¢, + €, +... +e,, telles que les ¢ 
puissent s'exprimer à l'aide des x et de ces fonctions seulement. Il en 
résulte que les équations (4,) peuvent être résolues par rapport à 2, 25,..., 22. 
les équations (4,), par rapport à 4j, 25. ..., AL, et ainsi de suite, pour 


f. en 


n? 


tout systeme de valeurs des x’ satisfaisant aux équations (2). 

Notons en outre qu'on peut toujours trouver au moins une solution 
des équations (2), représentée par des fonctions z;, 7,,..., 7;, qui pren- 
nent, ainsi que leurs dérivées, dans le voisinage d'un point quelconque: 


z, ao Re MORE qoM. MT A 


des valeurs définies par les formules (4), où l'on donne aux 4 des valeurs 


arbitraires, et aux x, les valeurs z,,, 2,,, ..., 


n0* 
3. Cela posé, soit 7 une transformation déterminée, mais quelconque, 
du groupe: 


Bie Mai Big poets aa) 6—1,2,...,8) 


et effectuons sur les z' le changement de fonctions défini par la trans- 
formation T: 


(3) PNR D EE) 


Les x’, fonctions de z,, r,, ..., r,, et leurs dérivées, s'expriment en fonc- 


tion des z' et de leurs dérivées, et réciproquement, les équations (3) étant 
résolubles par rapport à 2, 7;,..., 2; 


n* 


Le systeme (2) se change ainsi 
en un systéme: 


(2°) Whe, Doon: 3m a EN bL Ui FRET Sus) So 
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et les équations (A) se transforment en des équations (4^): 
, y! TA ^ 0 

(A) Dy — CUL RE EM 


ê = » 0 0 K K 
(47) T, = un na, CERCA cS PED TOES bosco B 


h,03,02,... Cn 


où les paramètres À sont encore essentiels dans les fonction ç, car si leur 
nombre pouvait s'abaisser, il en serait de méme, en revenant aux fonc- 
tions initiales x’, pour les fonctions g. 

Toute solution de (2" se déduit d'une solution de (2) par Ja trans- 
formation (3), de sorte que, si 
(4) gi M Mos. eun) 1,2...) 
est la solution générale de S celle de (2^) est: 

"m u n T . 

(5) DRE Ros De eG arb 
Or, ceci représente la transformation obtenue par la succession des trans- 


formations (4), puis (5), toutes deux appartenant au groupe. Par suite, 
toute solution de (2’) satisfait aussi aux équations: 


Hn à ^ bem m! m’ — 
(255 (cU MEE TEE e Dee MA T ede JAM A EE ich 


systéme qui peut se mettre sous la forme: 


H uU 3 3 . 0 0 3/0 
(45) CN RIRE o V P RE) 
ar! en ^ SH KN 
(4,) etas. n ii Prada (7 2e wog Ta ’ à posu: Al , À Door vi. TE DORT Az 1) 
où figurent e, + e, +... + e, paramètres essentiels nouveaux Aj, ..., À, 
Apec. Apos AS... AX. A tout systeme de valeurs attribuées aux 


r et aux À dans les équations (4') correspond done, dans les équations 
(A") un systeme de valeurs des x et des 4’, qui rend les seconds membres 
de (A”) égaux respectivement à ceux de (4^: 


(6) 2 TET Asie aes suo Ara i UE) 


(^h 03,02)... n 


en wy 0 "ut 1K 
= Pannes (OLI ems bards ee ARS ose Araneae OE AE), 


=o 


les æ ayant mêmes valeurs dans les deux systèmes. 


La 
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Ces équations (6) peuvent donc être résolues par rapport aux A et 
sont compatibles. Elles donnent pour les différents ordres successifs: 


10 T9 E "X 0 50 "b * 
COELO FI DREI DE 6—1,2,...,6) 
yn 1 5 a i30 30 gl jl e : 
"a Uo mu cn As ie sigh 5 Ages c A) (i=1,2,...,8) 


(7) 


. . . . . . . 9 . . . . 


: a Bis MES S + BH Er 
M Lu qi A ce ccn is Ay oes EPL RE LEE) 
ou les fonctions L ne dépendent que des paramètres À, d'ordre au plus 
égal à K. Inversement on peut résoudre ces équations (7) par rapport 
aux À; car, sil en était autrement, elles entraineraient au moins une rela- 


tion de la forme: 
- 0 10 IE IK 
EEK, erden, des An) = 0, 


laquelle serait ainsi conséquence des équations (6). Alors, en substituant 
dans les fonctions ¢ les paramètres A' aux paramètres 2, on pourrait, 
dans ces fonctions c, abaisser le nombre des paramètres en vertu de la 
relation précédente; et ceci est impossible, puisque les A sont essentiels 
dans les fonctions c. 

Les formules (7) établissent ainsi l'identité des systèmes (A’) et (4), 
ou encore l'équivalence des systèmes (2") et (2”). Donc: 


Théorème I. Les équations de définition des transformations d'un 
groupe de Lie restent invariantes lorsqu'on effectue sur les x', un changement 
de fonctions défini par une transformation quelconque du groupe. 


4. Par une marche parallele, on pourrait résoudre les y, équations 


d'ordre zéro par rapport aux variables x, ,#,,...,4#,, car elles ne peu- 


, 


vent entrainer de relation entre les fonctions 2 ,2#,,...,4!, toute trans- 
formation ayant nécessairement une inverse. On formerait ainsi un système 
analogue au système (A). En effectuant alors sur les variables indépen- 
dantes ©, , 7,,..., r,, la transformation inverse de T: 


n? 


C= fm #2; ja, 4,) 
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le systéme (2) se changerait en un systéme équivalent au suivant: 


TANE SE TS = , 4, 7 , << 
W(@, 5 By» -» +s Bag Mie are ee) © 


ou les dérivées 7;, ,,..,, sont prises par rapport aux variables m, , 2,, ..., 0 


Done: 


2? 


Théorème II. Les mêmes équations restent invariantes, par un chan- 
gement de variables indépendantes, défini par une transformation inverse d'une 
transformation quelconque du groupe. « 


en 
temes (2) 


ua 


5. Il se déduit de là de nouvelles conséquences. Les sy 
et (2^ ont mêmes solutions, et en particulier, la suivante: 


GR (Tee qu) 


correspondant à la transformation 7. On peut donc dans (4), disposer 
des fonctions PF, c’est-à-dire trouver une transformation S du groupe, 
de facon que les relations (5) deviennent: 


a = fe CUBES Fe Den, Tu: SA 


i 2 


Ceci exige: 


ce qui fait apparaitre, parmi les transformations du groupe, la éransforma- 
tion identique. Ensuite, puisqu'il en est ainsi, on peut déterminer S de 
facon que l'on ait: 


= J 1 “ 
qd; = f.CF, , de. "CSS F,) = i. 
Ceci exige que les fonctions 7 satisfassent aux identités: 
T T 1 
KR, Byy QE 


et alors la transformation S donne: 


DB, == TP, Gay's LA 
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c'est à-dire, qu'elle est inverse de T, transformation arbitraire du groupe. 
Donc:! 


Théorème IIL Tout groupe de Lie contient la transformation identique 
et ses transformations sont deux à deux inverses. 


Ceci permet d'établir la réciproque des Théoremes I et II. Soit, en 
effet, T, une transformation, qui effectuée sur les fonctions z': 


Man e ur ee ache UE) 


laisse invariant le système (2). Ce système (2) étant satisfait pour la 
transformation identique: 


aura donc aussi pour solution: 


c'est-à-dire que le groupe contient la transformation 7. En opérant de 
méme pour le changement de variables indépendantes, on voit finale- 
ment que: 


Théorème IV. Un groupe de Lie étant défini par le système d'équations 
aux dérivées partielles, complètement intégrable: 


. 


(2) PTR on Dene epee sel EDIT, pie, eee dO Ou thor api 


la condition nécessaire et suffisante pour que ce groupe contiemne une trans- 
formation T, est que cette dernière, effectuée, soit sur les variables indépen- 
dantes x, soit sur les fonctions w', laisse invariant le système (2). 





! Je dois cette démonstration de cette proposition à | obligeance de M. ENGEL, qui 
a bien voulu me la communiquer. Je répète d'ailleurs que tous les résultats de ce cha- 
pitre sont dus à M. Lie, qui les a exposés en particulier dans le mémoire suivant: Die 
Grundlagen für die Theorie der unendlichen continuirlichen Transformalionsgruppen, Leip- 
ziger Berichte, 1891. 
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DEUXIÈME PARTIE. 


CHAPITRE I. 


Invariants et équations invariantes.' 


* 

1. Etant donnée, dans un espace A, à r = n + p dimensions, une 
multiplicité M, à » dimensions, définie par p fonctions 2,, 2,, ..., 2, de 
n variables indépendantes 5,, y,,...,5,, je me propose d'étudier les rela- 
tions qui existent entre M et les multiplicités qui s'en déduisent lorsqu'on 
effectue sur l'espace À, les transformations d'un groupe de Lie, multi- 
plicités que jappellerai homologues de M par rapport à ce groupe. 

Les x étant les coordonnées d'un point quelconque de R,, et les a’ 
celles d'un point de l’espace transformé Z5, les équations de définition du 
groupe définissent les z' en fonction des x: il peut d'ailleurs se faire que 
les transformations du groupe portent seulement sur un nombre moindre 
m de coordonnées, les r — m autres n'étant pas transformées: cela revient 
à considérer un groupe à m variables, y, , 2, , ..., $,, comme s'étendant à 
r — variables de plus, 2,,,, ..., 2,5 il suffit d'ajouter à ses équations 
de définition les suivantes: 


, ^ / El 
T1 — Um-4-1 n hs) qd — TC, 


et celles qui s'en deduisent par derivation. 


La multiplicité M est donnée par l'expression de p des coordonnées, 
savoir: 


2, FE Un 4 1) 23 T LET. ba ae jp = D, 
en fonction des » = r — p autres: 
( 1) Y, = Ti , Ya — Vy ) Ci Cm) Yn = Y, . 





1 . . . B 
Ces deux termes ont iei le sens des expressions souvent employées de invariants 


absolus, et invariants relatifs. 
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Alors, en transformant À, en Rj, p coordonnées, z; , 2;, ..., 2; sont fonc- 
tions des m autres yj,5;....,9,, et représentent la multiplicité trans- 
formée M': 


- o , al Nus , e = a: 

( ) ll Tris ur pum 1,25 DR | D = T,., 
= 

[) , xi pu e) ET 

Yyı = XN, Ya = X», duy ec 


Comme nous l'avons déja fait, nous classons les équations du groupe 
suivant l'ordre, et nous les considérons jusqu'à un ordre quelconque K: 


(3) A prety Dun 7, 2e.) x, gus iei ARS "REIS ) o 


(h—1,2,...,p) (a 53. ...- tar À) 


ou encore, en les prenant sous forme parametrique: 


(4,) LEM CA email code) G—1,2,..,7) 


T Fe - > s " T R 
ice ot e eels pees Az are EU Leur RS PERS volt 


ü—1 2 n) (0342-2; ... 3-25 — K—1) 


, == A , 30 30 jK—1 Qj& ;* y K^ 
tin du ende - aiii 1 Ses de po A5 2er Ace) 


(1—152: 3) (2,4 @2+...+4r=K) 


Je ferai remarquer que, pour chaque ordre K, le nombre ¢, des 
paramètres À,..., AS dépend seulement du nombre m des coordonnées 
7,,..., r, les seules transformées, et reste le meine quel que soit le 
nombre r — m des autres. 

Cela posé, si, dans les équations (2), on remplace les z' par une 
solution quelconque de (3), on obtient: 


(4) NEP Ulo. oT Veg. 32 a 3 ON Lam) ORTA EIL Re Pu cp Re eos 
4 


A= Bei this, aan es TEE E ele 0.3 D Ro sure Pis = ae) 


Ces relations représentent un changement simultané de variables et de 
fonctions, qui met la multiplicité M sous la forme M’. Or, c'est un 
résultat bien connu de la théorie du changement de variables que les 
dérivées des z' par rapport aux y' peuvent s'exprimer en fonction des 
dérivées des z par rapport aux y, et des dérivées des fonctions f; et 


, 


que de plus, les dérivées d'un ordre quelconque K des 2’, s'expriment 
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en fonction des dérivées d'ordre Æ et d'ordre inférieur des z et des f. 
Ceci tombe en défaut dans le cas seulement où la transformation est telle 
qu'il y ait une relation identique entre yj , y, , ..., y], ce qui se produit 
lorsque le déterminant.des expréssions: 








(i,j —1,2,...,n) 


ou les f ont les valeurs (4), est identiquement nul. Ceci n'a évidemment 
lieu que pour des multiplicités déduites de M par des transformations 
particuliérés, n'ayant pas lieu dans le cas de M elle-même. Je laisserai 
de cóté, pour l'instant, ces multiplicités particuliéres. 

Alors, si lon désigne par 24, 2¥,..., 25. les px dérivées d'ordre K 
des z par rapport aux y, et par 2%, 2%, ..., z,. les dérivées correspon- 
dantes des z'; puis, si l'on remarque que les dérivées partielles des fonc- 
tions f ne sont autre chose que celles des z' par rapport aux x, lesquelles 
satisfont aux équations (3) on aura les relations suivantes, données par 
l'opération du changement de variables et de fonctions (4): 


> 11 bi (21 IL 0 
D. = J.(2 2 
(D) 2; NA A ee en ee .) 
(4+0+..+er=]) (=1,2,...,P1) 
E 1K AK f SA 1 K K L ) 
3 2.^ — 2 2 2 2 
(Bx) a = du (81337985 APERRR EN RE 


Ga 4+4:+...+@r=K) (i=1,2,...pp) 


A » - 
Ces formules deviennent, en remplacant les x! 


Jy) 00+) 


, par les valeurs 
quelles ont en vertu des relations (4), et par une extension de la 


notation, suivant laquelle iso a7... 2, sont représentés par 
" 


23e. 2 (9, —M E M 1): 


(Ca sl xu 201 AU 30 50 ot jl Jew. 
(C,) ie Diary eee Sy 71, IDA EP Ápy t) À.) 7132,40) 
(C' „IR a (20 „0 me „RK 30 30 iK ENS TET 
(C x) Ej =O; (ai, ttt» Eg ttt Ep ees Eu App res Agnes Asie) s (G-1,2,..., 0k) 


nous leur adjoindrons les suivantes qui ne sont autres que les relations 
(A,) avec une notation différente: 


1 NI —0/.0 3 30 30 Y 
(C . Bp = DEVS a HH A 28) E (d=1,2,...,P0) 
0 i i l ) “Po 1 ) 0. 
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Cela fait, supposons que l’on puisse éliminer les À entre ces relations 
(C): en général, on pourra toujours choisir, le groupe étant donné, l'espace 
R, et la multiplicité M, de telle facon qu'il en soit ainsi, car le nombre 
des paramètres À étant fixé, il suffit pour cela de prendre le nombre r — m 
des variables 2,,,,..., v, suffisamment grand. 

Le résultat de cette élimination dépend de la multiplicité M, les z 
et leurs dérivées étant des fonctions données de y,, y,, ..., y,; il dépend 
de lordre le plus élévé des déterminants fonctionnels des seconds membres 
des équations (C) par rapport aux À, qui ne sont pas identiquement nuls, 
quels que soient ces 4. Je supposerai d'abord que la multiplicité initiale 
M soit la plus générale, à n dimensions, de l'espace R,, c'est-à-dire, qu'elle 
ne satisfait à aucune équation aux dérivées partielles donnée a priori: en 
particulier, si, dans les équations (C,), (C,) , ..., (Cx), l'ordre des deter- 
minants fonctionnels considérés, qui ne sont par identiquement nuls pour 
toutes les valeurs des arguments 2j,...,25,..., 25, ..., 2.» est égal à 
Sx, ces déterminants d'ordre s, ne s'annulent pas, lorsqu'on y remplace 
les z et leurs dérivées par leurs valeurs en fonction de 5,....,y,, dé- 
finies par la multiplicité M. En d'autres termes, M est telle que l'on 
puisse résoudre les équations (C,), (C), ..., (Cx) par rapport au plus 
grand nombre possible de paramétres 2°, 4!, ..., 2% 

Dans ces conditions, l'élimination se fait par voie progressive. D'abord 
on élimine, si c'est possible, les 4° entre les équations (C,), puis les 4° et 
À' entre les équations (C,) et (Cj), ce qui reproduit en particulier les 
équations obtenues dans l'élimination précédente, et ainsi de suite. Le 
résultat se présente sous forme d'équations résolues par rapport à cer- 


taines des quantités 25, 27, ..., 2/5, (25, ..., 24, par exemple, pour l'ordre 
n 1 1 3 SER - : 5 
Zéro, 2,,...,2,, pour le premier ordre, ...,#*,...,2* pour l'ordre K) 
en fonction des autres 2'5,2/!,...,2'* et des 2°,21,..., 2%: 

0 of. 100,0 a 

P1 ar a 70 wld nfl l0 0 1 al ; q 
(D) Z = (EE CRE PRET ARE eyes 22115 ELLE Ay, 5) @=1,2,-.. 541) 

i yt K __ (aK 50 .!0 1K AER 94 .0 AN K > 
(Dx) Ej = G: CT OT Hg Puy EL E a9 oe (61,2: ,4,) 
. K , LS. " . 

chaque fonction G7 ne dépendant que de dérivées d'ordre égal ou in- 


férieur à K. 


22 Ar. Tresse. 


Il est à remarquer que ce méme résultat aurait pu être directement 
obtenu sous la méme forme, sans passer par l'intermédiaire des équations 
(A) et (C), par l'élimination directe des dérivées des 2’, 27, entre les 
équations (D) et les équations de définition (3), classées suivant les ordres 
ON Ie tri el: 

Inversement, si M’ est homologue de JM, toute relation différentielle 
d'ordre K entre M’ et M est une conséquence des équations (D,) , (Dj), 

-, (Dx), si elle a lieu quelle que soit cette multiplicité homologue A. 

Soit, en effet, cette relation: 


Jesu cries op Op EN RNC COT PRISE EK o 


A tout élément particulier de JZ, représenté par les valeurs numériques 
de ses coordonnées, correspond un élément de M’, dont les valeurs nu- 
mériques sont données par les équations (C), où les À, avons-nous vu, ont 
des valeurs arbitraires. Ces deux systèmes de coordonnées de M et de M’, 
satisfont, quels que soient les 2, à la relation J — o. Celle-ci est done 
une conséquence des équations (C), ou encore, puiqu'elle est indépendante 
des 2, des équations (D), qui se déduisent des (C) par l'élimination des 2. 


2. Ces équations (D) jouissent de propriétés remarquables. D'abord, 
M pouvant être à elle-même son homologue par la transformation iden- 
tique, elles sont identiquement satisfaites, quand on y fait, pour toutes les 
valeurs des indices à et K: 

ee 

Considérons ensuite deux multiplicités homologues de M, quelconques, 
M' et M". D'aprés la propriété de groupe, M' est aussi homologue de 
M". On verra plus loin que si l'on substitue M" à M dans les équa- 
tions (C), l'élimination des A se fait de la méme manière. On peut donc 
établir entre M" et M’ les mêmes relations qu'entre M et M’, savoir: 


LU PE. (C ^U „0 ath wth 110 IO „erh „erh 
ENT; 49 sey prt a Synth acess Sond Fl Hy Vp, 3 °°° 5 €] yt Sp, ]* 
(A20,1,2,..., A^) (i=1,2,...,4) 


Celles-ci, comparées aux équations (D), donnent: 


SEN hf ur 10 wth wth .U 0 alt SAN 
(5) Gi( 


Aula erg |j.» tt Aula Nga o Kb oo ttt meu o t c Ky t) gy) 


c yh f 0 „0 wth wth QUO 110 wlth wlth 
= Ts CAPIT: ss Vp 2999 "1h13 ***? "pi? Ld E ELT LUE CNE LÀ ME LCD) 
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Cela étant, considérons les valeurs numériques de trois éléments 
correspondants de M, M' et M": elles satisfont à ces relations (5). Celles 
de M et M" étaht choisies, on peut prendre, pour celles de M’, les valeurs 
fournies par les formules (C), où l'on attribue aux À des valeurs ar- 
bitraires: cela.revient à dire qu'on peut choisir arbitrairement les valeurs 
Ha ese ONE Manus, 8/6, les:dutres coordonnées 
étant alors données par les formules (D). Les relations (5), considérées 
comme ayant lieu entre deux éléments correspondants de M et M", ont 
done lieu quelles que soient les valeurs des z;' qui y figurent: c'est dire 


qu'elles sont indépendantes de ces quantités. Par conséquent si l'on pose: 
hf „Oo Jp A „A 

Di Beas ee we ET À) 

A ee 45 Lh h ) 


? (c 0 , c E: 
= ün Cri 9° #29 Copy en an C415 7 * 5:5 m301s*:**3 0p rer 2153 ***5 À 


ou les ce sont des constantes arbitraires!, les équations (5) se réduisent a: 
, 3) 


tai? 110 wlth 3.) 


£y yee 6 Eg 3 +3 7p 7*5 Vg 


hf 0 0 À ANSE ER 
Celo ve Ru SEEN. AI HM I By 


Elles ont lieu quelle que soit la multiplicité M", homologue de M, 
de sorte qu'on a aussi, entre M et M': 


Congest à 2 BE). 2%) ae) 
\ 1 ing Bet rah in mee rz] "e AX doge 
(E,) AC Spee E unie n = By recs Zens Bias Os) (£—1,2....,/5) 

'K 1,0 0 3K SEN Er 0 K SK : 
(Ex) - Zi (815 ---525,5--- 5215-7272, m Er nds T . G=1,2,..,1%) 


Les fonctions Z, d'après leur définition, se réduisent respectivement 


0 Dee zi Æ P. S - frs 

tue oui ne "Hia sie o 7, Sig ap lorsqu'on. y. fait 
0 "1290 ol, 15 3E IE 
S as T e mec ion Af tar e S. 


Il en résulte que les équations (E) sont indépendantes. Elles doivent en 
outre étre des conséquences des équations (D); et par suite, elles forment 
un système équivalent au systeme (D). 





! Les valeurs des constantes € sont asujetties seulement à laisser holomorphes les 
fonctions G. 
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Ces fonctions Z sont appelées invariants de la multiplicité M, relatifs 
au groupe de transformations considéré. 

Je dis que, de plus, tout invariant d'ordre K, H(zj,:..,25,,..., 215-527.) 
est une fonction des invariants Z3, ..., Zus ..., Zi e, De d'ordre A 
ou d'ordre inférieur qui viennent d'étre obtenus. 

En effet, d'après la définition de H, on aura, quelles que solent les 
deux multiplicités M et M’ se déduisant lune de l'autre par une trans- 
formation du groupe: 

17 | Cie 57: Te St = GIC tpe uer cech Qe accen 
et cette relation, d'ordre K, sera nécessairement une conséquence des équa- 
tions (Dj) , (D) , ..., (Dx), ou encore, des équations (E,) , (E) , ..., (Ej. 
En résolvant ces dernières par rapport aux quantités z', pour les porter 
dans H(z,..., 255 -.-5 21 5 ---» £5); il faudra donc que les 2’ disparais- 
sent, ce qui exige bien que H soit une fonction de Zj,..., Z5 ,... Zr, Ze. 

De là cette proposition: 


Théorème I. Lorsqu'une multiplicité M, soumise aux transformations 
d'un groupe de Lie, admet des invariants, ceur d'un ordre quelconque K ou 
d'ordre inférieur sont fonctions d'un nombre limité d'entre eux; et ces derniers 
peuvent se déduire, à l'aide de différentiations et d'éliminations seulement, des 
équations de définition du groupe. 

Toute relation différentielle d'ordre K existant entre M et toute multi- 
plicité homologue M, est une conséquence des relations obtenues en égalant 
entre eux les invariants distincts d'ordre K et d'ordre inférieur, de M et de M'. 


3. Equations invariantes. Dans ce qui précède, on a supposé que 
M était une e générale, de telle facon que l'on pouvait résoudre 
les équations (C), (Cj) ,.... (Cx) par rapport au plus grand nombre 
possible de paramètres 2°, 4',..., 4^. Les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour que ce nombre s'abaisse s'expriment par des relations ob- 
tenues en annulant identiquement, quels que soient les À, les déterminants 
fonctionnels d'un certain ordre des seconds membres des équations (C,), 
(C,),..., (Cj) par rapport aux À. On obtient ainsi un système d’equa- 
tions, ou, plus généralement, plusieurs systèmes distincts, les conditions 
cherchées étant que M satisfasse à l'un quelconque d'entre eux. 
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Soit donc, l'un de ces systèmes: 


(6) Krys: os Cen es ear pot auo ei 
et supposons que la multiplicité initiale satisfasse à ce systéme: j'appelle 
alors M, multiplicité particulière, et je dis que toute multiplicité A’, trans- 
formée de M, satisfait au même systeme (6), qui pourra étre appelé 
système d'équations invariantes par rapport au groupe de transformations. 

En effet, remarquons d'abord que l'élimination des À entre les équa- 
tions (C,), (C,),.-., (C,) donne dans cette hypothèse entre M et M’, cer- 
taines relations différentielles dont le nombre est supérieur à celui que 
lon obtient dans le cas général, et n'est pas nul. Ces relations sont 
d'ailleurs indépendantes, et se présentent sous la méme forme que les 
équations (D): appelons-les (A,),(A,),...,(A,). 

Cela étant, considérons une troisième multiplicité M", homologue de 
M et cherchons les relations qui existent entre M’ et M". Soient z,, 


2 ., €, les coordonnées d'un point de M, x; ,x,,..., x; celles d'un 


ER 
point de M' et z;,...,7;, celles d'un point de M". Nous regarderons 
AM" comme une représentation analytique nouvelle de la multiplicité JM, 


obtenue en faisant le changement de variables indépendantes et de fonctions: 
dtf. Hia stis pq ab) (i 1,2,...,7) 


défini par la transformation qui fait passer de Wa MW’. On sait (i7 
partie, ch. IT) qu'on peut lui associer un changement de paramètres: 


yh 


h 39 30 3^ 3^ \ h—1,2,...; K 
DEL S e DM rutas ci Ay yin Se pd) Py eee) 
de telle facon que les équations qui se déduisent des (4) en substituant 
comme coordonnées les x” aux x, s'obtiennent simplement, en remplaçant 
dans (A) les x et A par les x” 
ainsi: 


et A" correspondants. Elles deviennent 


D'autre part, le changement de variables et de fonctions qui met JZ sous 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 10 octobre 1593. 4 
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la forme JZ’, donne les relations suivantes, analogues des (B) et ayant 
nécessairement méme forme: 


de telle sorte que M se rattache à J” par les relations suivantes (C") 
qui ont encore méme forme que (C): 


n th =hf,110 110 wlth „erh 110 3770 yrh « 3!*h 
(€ ) Z = az cS 2 2255 Bios ao Da PAC ae Aes i- E 


S; i vinos; SA 


(4=0,1,...,K) (i=1,2,...,px) 


Les relations entre M’ et 17” sobtiendraient en éliminant les 2" entre 
ces équations C". Or, entre M et M’, on a, jusqu'à l'ordre K, les rela- 
tions indépendantes (A) , (A,),...,(A,); si, dans ces dernières on rem- 
place les éléments de M, par leurs valeurs, sous la forme JZ’, elles de- 
viennent des relations entre M' et 2M", (Aj), (A1),..., (Ax), qui 
restent indépendantes, étant toujours résolues par rapport aux mêmes 
quantités z;*. L’élimination des À entre (C5), (Ci), ..., (Cx) entraine 
done les relations indépendantes (Aj), (A)),..., (A7), et par suite, 
(M") est telle que les équations (C") ne sont pas résolubles par rapport 
au nombre maximum de paramètres A", sans quoi, il ne pourrait exister 
entre MW’ et M’ qu'un nombre moindre de relations indépendantes. 

Cette conclusion subsistant, quelle que soit 37”, homologue de JZ, il 
faut done que le système (6) ou lun des systèmes analogues soit satis- 
fait par JM", indépendamment des arbitraires dont dépend celle-ci; et ce 
fait ne peut avoir lieu que pour le systéme (6) lui-méme, le seul qui 
soit satisfait quand on prend pour JZ”, la multiplicité JZ elle-même, qui 
correspond à la transformation identique. En particulier, on voit bien que 
deux multiplicités homologues, sont ou générales, ou particulières, en méme 
temps, résultat auquel nous avons fait appel précédemment (§ 2, page 22). 


4. L'étude des multiplicités satisfaisant à un système invariant d'équa- 
lions se fera de la méme maniére que celle des multiplicités générales. 
Les coordonnées des éléments de pareilles multiplicités satisfont au système 
(6), et, pour les ordres supérieurs, aux équations qui s'en déduisent par 
dérivation. Ces coordonnées s'expriment done en fonction d'un certain 
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nombre d'entre elles, ou de certains paramètres, pris comme nouvelles 
coordonnées. On peut ainsi transformer les équations (D) et (C) de facon 
à n'y laisser figurer que ces nouvelles coordonnées. De là une seconde 
classification de ces multiplicités, en multiplicités générales qui ne satisfont 
à aucune équation nouvelle donnée a priori, et en multiplicités particulières. 
Pour les premières, l'élimination des A entre les équations (C) donne, 
sil y a lieu, des relations, analogues aux équations (E) entre des invariants 
des deux multiplicités; les secondes sont définies par des systèmes d'équa- 
tions invariantes entre les coordonnées d'une méme multiplicité; et ainsi 
de suite. Ces divisions et subdivisions ne peuvent d'ailleurs pas se pro- 
longer indéfiniment: on ne peut concevoir, en effet, qu'il y ait un nombre 
illimité de relations entre les coordonnées d'ordre K ou d'ordre inférieur, 
ces coordonnées étant en nombre fini. 

Cette classification effectuée, on est en mesure d'établir toutes les 
équations aux dérivées partielles d'un ordre quelconque K et d'ordre in- 
férieur auxquelles satisfont les multiplicités 77’, transformées d'une multi- 
plicité initiale, JZ, donnée. D'abord, ces équations comprennent toutes 
les équations invariantes auxquelles satisfait JZ. Quant aux autres, elles 
sont satisfaites pour toutes les valeurs des quantités 2’°, 275, ..., z^ don- 
nées par les formules (C); elles sont done des conséquences des équations 
(E) (ou des équations analogues, quand JZ n'est pas une multiplicité gé- 
nérale. Dans ces équations (E), les quantités 2°, z’,..., z^ qui y figurent 
sont des fonctions données des r variables indépendantes y, , y, , .... Yr- 
L'élimination de ces derniéres, si elle est possible, donnera enfin des rela- 
tions de la forme suivante, auxquelles satisfont les multiplieites J': 


0 0 171 1 K K 
DN ey 2, ey S Hi ae 13044) 0 
ou les Z sont pris en fonction des quantités 2°, 27, ..., z^ 
On obtient ainsi toutes les équations cherchées, d’où la proposition 
2 
suivante qui complète la précédente: 


Théorème IL Etant donnée une multiplicité M, que l'on soumet à 
toutes les transformations d'un groupe de Lie, les multiplicités homologues M 
satisfont à des équations aux dérivées partielles qui sont de deux sortes. Ces 
équations s'obtiennent en exprimant pour les unes, que IT satisfait aux mêmes 


- 
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systèmes d'équations invariantes que M, pour les autres, que les in- 
variants de M sont lies par les mêmes relations que ceux de M. 

Ces équations invariantes et ces invariants se déduisent d'ailleurs 
par de simples différentiations et éliminations des équations de définition 
du groupe. 


5. Remarque. Nous avons exclu de notre analyse, parmi les multi- 
plicités M’, transformées de M, celles pour lesquelles yj, y, ..., y; sont 
liées entre elles par une relation, et ne peuvent plus étre prises comme 
variables indépendantes. Il est bien évident par raison de continuité, que 
les invariants absolus et les équations invariantes ne cessent pas d'avoir 
un sens dans ce cas. 

En effet, les quantités y{,...,%,, £i - +, 2, fonctions de y, , ...,%,, 
Z,...., 2, ne cessent pas de représenter une multiplicité à » dimensions, 
sans quoi, en repassant de J/ à JM par la transformation inverse, on 
trouverait que M a moins de n dimensions distinctes. Il est done possible 
de prendre comme variables indépendantes, dans 7’, n quantités distinctes 
parmi »;,....J,5 £55... 2, Alors toute expression différentielle où 
y! ,...,y, sont les variables indépendantes se transforme en une expres- 
sion nouvelle ayant un sens bien défini. Les invariants et équations in- 
variantes subsistent encore avec ces nouvelles variables, et, en particulier 
dans le cas des multiplicités AZ! qui avaient été précédemment exclues. 

Par exemple, considérons, dans le plan, le groupe des rotations au- 
tour de l'origine. Une courbe définie par une fonction z, de y, admet 
pour invariant 

I de 


SS || ae 
zl dy 
Vi + a) 


qui représente la distance à l'origine de la tangente au point y, z. Notre 





analyse tombe en défaut, lorsque la courbe en y, se transforme en une 


’ 


courbe en y', 2’, pour laquelle on aurait y = const. Mais, en prenant z 


pour variable indépendante, l'invariant considéré devient: 


1 í duy 
—————— dy — 243 
V (a E (y à) 

I + (= 
dz 
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expression qui pour la courbe y = const. se réduit à y. On a done, 
entre la courbe en y, z, et cette courbe particulière qui est une de ses 


transformées, la relation: 


d ( dg PRE 
V "dev? V. dy 2) vo de 
+) 


6. Exemple. Considérons le groupe des mouvements dans un plan, 





dont la transformation générale est: 
D = a + %, cosa — c, sina, 


: x, = db + x, sina + x, cosa 


où a,b, sont des constantes arbitraires. Les équations de definition 
(A) sont ici: 


3 À à „! 
Li = ^p To — A, 


Eine, — = gina, — = COS & 


1 Ox, 9x, a 


94, or, 92; 9, ; 


les dérivées d'ordre supérieur étant toutes nulles, A,, A4, et a étant trois 
paramètres arbitraires. 

Effectuons ces transformations sur une courbe définie par une fonc- 
tion z de y; la courbe transformée sera définie par une fonction z de y’ 


en posant: 


ÿ —%;} 2= mW, 
VEN z^ e um 


et on a: 








En tenant compte immédiatement des équations de définition, ceci donne, 


comme équations (C): 


x dz 

; sin 4 + COS « — 

(C. ) dz a dy 
: dy". 13 dg 
COS 4 — SIN & xA 


dy 
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et, pour le second ordre: 














(00 Oyen Od = dz d'z 
; az Ex ox. ox, 0%.) dy" dy* 
(C,) — TEM = - 
2 dy? Of, . om, de Fea 
: eS ma) cos a — sina —) 
or, Oa, dy, > dy. 


La première équation donne: 


AL 
nude PES dz (: SE (9) 
cos «4 — sina dj in 4 + cosa dy dy « 


: E d£ S dz AP 
c ey e 


de sorte que l'élimination de « donne: 











(D,) e = =: 3 H E , 


équation qui se met sous la forme: 


3 N 3 
2 den \ AE dzNV* V 3d'z 
Us) (: + (ay) ) eo +) a 


où lon voit apparaitre l'invariant bien connu, donné par la courbure 
de la courbe. 

Le calcul tombe en défaut dans le cas ou (C,) n'est plus résoluble 
par rapport à a, c'est-à-dire, lorsque on a: 





9 /dz 7 . dz\? fie de\* I 
e (ay) = | (cos —— sin a) + (sina + cosa.) | DU 
COS 4 — SIN & en 
dy 








= — — ———- >; = ©. 


in 
(cosa—s nu) 
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; > dzY* à : : ; - À 
L'équation 1 + (a) — O est une équation mvariante, qui entraine 
> dz N* : : SLE 

bien 1 + (s) — o: elle représente les deux systémes de droites isotropes 


qui jouent done le rôle de courbes particulières par rapport aux trans- 
formations considérées. 


7. Application. Reprenons les équations de définition d'un groupe 


de transformations, entre les m variables x, , r,, ..., v,, et leurs m fonc- 


1 m 


Adjoignons-leur » nouvelles coordonnées, non 


, 
m* 


DONS Did. se, L 
transformées, en posant: 


(7) Wm, Mu, ils, MS M 


et faisons porter la transformation sur une multiplicité définie par les m 
fonctions z, , $,,..., X, des m variables indépendantes w, , 4, , .. . , tt. 


La théorie générale, reprise sur cet exemple, montre que les équa- 
tions (C) comprennent, en outre des équations (7), d'autres équations ex- 


, 
m? 


primant 2,,2;,...,2, et leurs dérivées par rapport à 4 ,%,...,% 
en fonction des paramètres A, des fonctions x, , 1, , ... , %,, et des dérivées 
de celles-ci par rapport à $,,w,,...,,, ces expressions étant en outre 
indépendantes de u, ,w,, ... , Um: 
Il en résulte que les équations (7) sont, dans le cas d'une multi- 


plicité initiale générale, de la forme: 








ua (i=1,2,...,m) 
ef ar} z, , EX CEU fo PR =, : 
JN teer aei) Ey REN) (151799) 
JN , , OX), oN Th 
a (HE) pe op EU o Oe Sn HOD EET Spee 
1 . 
QU U) +++ Mm 
an N» 
Se ENG CH h Oa h : : 
= Jf lakes LEE SE OO ie UN) 
aux OU, +++ Mm / 


ou les invariants J sont indépendants des variables u, ,...,% 
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En particulier, supposons que la multiplicité initiale M soit la 
suivante: "a 2 j 


" Alors si | 
m Does me: —1,2,...,m) 


définit la transformation générale du groupe, la multiplicité AZ sera: 
CE UH Me 5 aie rou m * — (i213...) 


IT ne cesse d’ailleurs pas d’être une multiplicité générale, car alors les 
équations (C) se confondent, à la notation prés, avec les équations (4): 
et celles-ci sont résolubles par rapport à tous les paramètres À, sans quoi 
ces paramètres cesseraient d'être essentiels. D'autre part, l'élimination, 
entre les équations (E), des variables indépendantes «w,,w,,...,w, de M 
est immédiate, et par suite, J/' satisfait, jusqu'à l'ordre N, aux seules 
équations suivantes, qui sont donc, sous une autre forme, les équations 
de définition du groupe: 





0/-.? , LES ) ^l 
Ja E. La 3 sm) wn ae den À (1,2, 0) 
on 23, or, ) 
1 , , 1 d m 1 
Tal y — >= a (xs x re 
(8) Ud ( 1 , m on, , 9% , P] On, i ( aC? 2? > =) 
J " 
Nt n Jl ES Np. . 1 3 AN 
J; (x; peer moe ne) Very zy 000m 319 3) AUS (a, > Vas.) 2») EU! iN) 


ou les « représentent ce que deviennent les J quand on y fait: 


Done: 


Théorème III. Les équations de définition des transformations d'un 
groupe de Lie s'obtiennent en exprimant que certaines fonctions J, de qj, 


v, et de leurs dérivées par rapport à x, ,...,2, sont identiquement 


PATATE 


égales aux expressions qu'on en déduit en y attribuant aux x 


, 


les valeurs 
quelles ont pour la transformation" identique. 


Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 39 


Ces invariants J jouent un rôle capital. On vient de voir qu'ils 
restent inaltérés si on effectue sur les x’ un changement de fonctions 
défini par une transformation du groupe; d'où en se reportant au 
théorème IV (1** partie, ch. IT): 


Théorème IV. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une trans- 
formation appartienne au groupe défini par les équations (8) est qu'elle laisse 
, 


invariantes les expressions J, quand on effectue sur les x 
fonctions défini par cette transformation. 


un changement de 





CHAPITRE II. 


Les invariants et équations invariantes, définis à l’aide des 
transformations infinitesimales d'un groupe de Lie. 


1. Considérons les groupes, dits à wn paramètre, dont les trans- 
formations dépendent d'une seule constante arbitraire. S'il y a » va- 
riables, les équations de définition comprendront » — 1 équations d'ordre 
zéro, de la forme: 


JEU ERE ee Fllen see à (1—2,3,..,) 


où les n — 1 fonctions J;(r,, z,, ..., v,) sont distinctes entre elles et de 
l'une au moins, z,, par exemple, des variables 2z,, 5,,..., r,. Pour les 
ordres supérieurs, il y a autant d'équations que de dérivées. 

En posant: 
X; = J,(a 


è 
KE TRE AE ote oa sco) 


nn) 


la transformation générale du groupe sera done de la forme suivante: 
qud RE Ind X. wa) 
Xi — X; (1—2,3,...,n) 
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avec. la constante arbitraire a. La première équation peut être résolue 
par rapport à a: 


(1) DB 01.5 Asse 
et la fonction w sera telle que l'équation (1) combinée à: 


(2) Oii; 20.235, 0 X 


entrainera: 
=. y 
(2,5 0, X, EN Ce . 


c étant une nouvelle constante, et cela, quelles que soient les constantes 
a et b. Ceci veut dire que les équations homogènes en dz, , dx; , day’ 











0&(X, , x ^ 2(X, , x 
ICRA SELL SOLE eM) dz, =, 
m c. 
9c (4, , x) 9o (2, , 2) 
— — dx © dx, = o 
ox, + 8x, E 2 
2o Bi, POO Gera 
es) ra Os tdg, o 
a m 


sont compatibles quels que soient z,, 7, z;. D'où l'identité: 








9o (2, , 2) 9o (v, , @,) 
93, 9c (2, , 7,) ox;  w(r!, dem 5 
9o(r,,2x) ox, 9c (3, , a) : ox, eee 
CY om, - 


Cette identité subsistant si on attribue à z; une valeur numérique quel- 
conque, la fonction ce(xr;, z,, X,,..., X,) satisfait done à une équation 
de la forme suivante: 


e, Br... KE pa: Kun... N) = 


et par suite, l'équation (1) peut s'écrire: 
RCE X,,..., X) —J(x a? RE X,) Li 


ou { est une nouvelle constante, fonction de a. 
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e(r,;,v,, X,,..., X,) dépendant nécessairement de x; et de z,, il 
en est de méme de J,(x,, X,,..., X,) relativement à x,, et, par suite, 


en posant: 


Maa 


1 


Neu) X — dim. X, X), 


" 
X,, X,,..., X, seront indépendants, et on, a: 
DPI. 
Done: ' 


Théorème I. On peut, par un choix convenable de coordonnées, mettre 
la transformation générale d'un groupe de Lie à un paramètre sous la forme: 


(3) ALONE d Auc UNS UTC o X, = X, 


où t est une constante arbitraire. 


2. On retrouve ainsi une des propriétés, aujourd’hui bien classiques, 
des groupes à un paramètre. On pourrait en déduire les autres. Je 
remarquerai seulement, que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une fonction f(X,, X,,..., X,) soit un invariant de ce groupe, est 
que l'on ait 








af 
Aper 
aX, 

En retournant aux coordonnées r,, r,,..., $,, on trouve: 
of Eh EN OF = : AC à 
aX —&(n;m, s Ma) +... Eas Bey ++ +s Ue) 
X, x, 


expression qu'on représente par Xf. 

La transformation (3), pour / — o, est la fransformation identique; 
pour ¢ ayant une valeur infiniment petite df, elle est dite transformation 
infinitésimale, et attribue à une fonction f(v,, 1,,..., ©) un accroissement 
dont le premier terme est précisément Xf. dv. 








* Lip, Theorie der Transformationsgruppen, I, chap. 3, p. 49. 
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Le symbole Xf caractérise complétement la transformation infinité- 
simale et son groupe à un paramétre. 

La condition pour qu'une fonction soit un invariant du groupe est 
qu'elle satisfasse à l'équation 


Af = 0, 


et, de méme, pour qu'un systéme d'équations: 


admette les transformations du groupe,' il faut et il suffit que ce système 
entraine: 


Ro, D ELO EXO 


3. Ceci rappelé, nous distinguerons, avec M. Lig, entre une Zrans- 
formation infinitésimale, ainsi déduite d'un groupe à un paramétre, et une 
transformation infiniment petite: 


(4) 2; = dw; ap dt . Ex, , T, 5 QI Oy) Tu) B ot. Hi (2, ? Wy» 3 et %,) 2 De: 


où les termes d'ordre supérieur au premier n'ont pas avec ceux du 
premier ordre la méme dépendance que dans une transformation infinité- 
simale, et ne sont pas nécessairement déterminés pat eux. 

Pour exprimer qu'une telle transformation (4) appartient au groupe 
de Lin défini par les équations (8) du chap. I, adjoignons aux formules 
(4), les suivantes qui s'en déduisent par différentiation: 


Ey — © pour i+ & 


= à 


"4 ys [= | . 
Vj day an NS EIAS Ss 9 





! Ib., ch. 7, p. 108. Le système d'équations est supposé ne pas annuler tous les 


déterminants fonetionnels d'ordre I de fi,» fs ..., fi: 
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on trouve ainsi, en écrivant que les équations de définition sont satis- 
faites, jusqu'aux termes du premier ordre, que les € sont assujettis aux 
= 


seules relations suivantes, linéaires et homogènes par rapport aux € et à 
leurs dérivées: 


) = -¢; — O0 (—1,2,...,/4) 
CH 








3i 

ad} x Y / 9Ji^ dË 

— — — .—— = € (—1,2,...,4) 
à (27) 0 V "m | ac ) QU | : 

(6) M OZy/ 0 
eh. une ; : 
N, N 

CE AW ( oJ; NES d 

TE ; Ac — |) .€ = j=1,2,...,8 
N (= R * 25 i 25 > QJ; a1,02,-.- d ). 7,0502, . n o e ) 


ou l'indice inférieur o indique que l'on prend les valeurs des dérivées 
des J pour 

; ex; ; 

DIE tue NT SL: — oO. 


04502.) 





A un autre point de vue (chap. I, théor. IV), il suffit aussi d'exprimer 
que la transformation (4), où les x’ et les x sont deux systèmes de x 
fonctions des mêmes variables indépendantes #, ,#,,...,u,, laisse in- 
variantes les expressions J^, J', ..., J?', fonctions des x et de leurs déri- 
vées par rapport aux w. En calculant, à l'aide de (4), les expressions 


des dérivées des z', les termes du premier ordre obtenus sont les mêmes 
3 


n? 


que ceux qui se déduiraient d'une transformation infinitésimale entre les 
x et leurs dérivées par rapport aux wu: 





^N „of = of 
Se ee aes UC ee 
i ing e 


ou lon pose: 





OW x; 
0 


OU; Qu ... Qu. 


Di a 0; sn 


Les £,,,., sont des fonctions bien déterminées, lorsque les £ sont don- 
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nés, des x et de leurs dérivées, et Xf n'est autre chose que la trans- 
formation prolongée,! jusqu'à l'ordre N de 


Xr-Y gH. 


Les € sont done assujettis à satisfaire aux identités suivantes, par rapport 
aux æ et leurs dérivées: 


(7) XP = 6, OI A ap men eee 


Or, ces mêmes relations expriment que les J admettent la transformation 
infinitésimale Xf, et par suite, son groupe à un paramètre. 

Le raisonnement suppose d'ailleurs seulement que les & sont, dans 
(4), les coefficients des termes d'ordre le moins élévé. Donc: 


Théorème IL tant donnée une transformation infiniment petite d'un 
groupe de Lie, la transformation infinitésimale définie par ses termes d'ordre 
le moins élévé, et son groupe à un paramètre appartiennent aussi au groupe 
de Lie.” 


Soit cette transformation infinitésimale, ayant mêmes termes du 
premier ordre que (4): 


on aura: 
mi = D, 00. 02 2, +, m) + eee 


ou en exprimant les seconds membres en fonction de ©, ,#,,...,4%,: 


Li = %, + dt’. 8; ys Lise DEEE S 


Pour les mémes raisons que tout à l'heure, la transformation infinitésimale: 


Yf —Y^ 6(j, 25... Dy) 





* Lie, Transformationsgruppen, I, ch. 25, p. 523. — Je suppose connus ici tous 


les résultats exposés dans ee chapitre. 
* Jue, Die Grundlagen, ete., p. 342. 
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appartient encore au groupe; et ainsi de suite. On peut done considérer 
la transformation infiniment petite (4), en ce qui concerne au moins ses 
termes pris jusqu'à un ordre infinitésimal quelconque, comme obtenue en 
effectuant successivement un certain nombre de transformations infinitésimales 
du groupe. 

Il y a plus si Xf et Yf appartiennent toutes deux au groupe, 
XF et YF satisfont toutes deux aux équations (7), et par suite, aussi 
(XY). Cette dernière, étant, comme on sait,' la transformation pro- 
longée de (XY), la transformation infinitésimale (XY) appartient au 
groupe. Donc: 


Théorème III. Si les deux transformations infinitésimales Xf et Yf 
appartiennent à un groupe de Lie, il en est de méme de leur crochet (XY). 


4. Cette propriété du systéme d'équations (6) permet de retrouver 
les invariants dont on a établi l'existence, par une marche tout à fait 
paralléle à celle déjà suivie. 


Reprenons, en effet, un système de p fonctions z,,2,, ..., z, de n 
variables indépendantes, y,, y,, ..., y,, les r = » + p quantités y et z 
n'étant autre chose que z,, 1,,..., 1,. Considérons une transformation 


infinitésimale quelconque: 


i=n 2f i-p 2f 
ip ats oups see D) At Hr i A) ge 
i=1 DA i=1 


et, en caleulant les variations qu'elle fait subir aux dérivées des z, par 
rapport aux y, prolongeons-la jusqu'à un ordre quelconque K 


i=n of i-p of i-nm of i—py of 
‘as 
X Ce EIL E AE 
ts HT dean 8 fp gear - (08 i-i ai 





! Liz, Transformationsgruppen, I, chap. 25, p. 547. 

* Liz, Die Grundlagen, ete., p. 348. — Dans le cas d'un groupe fini, les trans- 
formations infinitésimales du groupe sont des fonctions linéaires à coefficients constants 
d'un certain nombre d'entre elles X,f, X,f,.-., Arf, et ce théorème établit l'existence 
des relations: 


(X; Xj) = 2 Ciks X. 
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Les y et z étant égaux aux coordonnées v, nous égalerons les 7 et faux 
£ correspondants, ceux qui sont relatifs aux variables non transformées, 
sil y en a, étant égalés à zéro. Alors, les & satisfaisant aux relations 
(6) et à celles qui s'en déduisent par dérivation, on peut, jusqu'à l'ordre 
K, exprimer un certain nombre de £ et de leurs dérivées, en fonction 
linéaire et homogène des autres, qui restent arbitraires, et on trouve ainsi, 
Xf étant linéaire et homogène par rapport aux & et leurs dérivées: 


i= 


i= 


(8) Xf = LEX f+VEKS +... + ECOXL 


ou les X;,f sont des transformations infinitésimales bien déterminées, par 
rapport aux y,2, et aux dérivées des z et les € des coefficients ar- 
bitraires. 

Toute fonction des y, des z et de leurs dérivées jusqu'à l'ordre K, 
ou tout système d'équations entre ces mêmes quantités qui admet toutes les 
transformations infinitésimales du groupe, admet donc les transformations 


(9) Ao afa Auf DU XC OU T Xxif 


et réciproquement. 

Les équations obtenues en égalant à zéro les expressions (9) forment 
d'ailleurs un système complet. En effet, si X®f et YF appartiennent 
toutes deux à la forme (8), nous savons qu'il en est de méme de leur 
crochet (X^ Y^), quels que soient au reste les coefficients de X®f et 
de Y“f. En particulier, (X&;, Xx,) appartient done à cette forme (8): 
c'est done bien une combinaison linéaire et homogéne de transforma- 
tions (9). 


5. Je dis que, de cette manière, on n'obtient pas d'invariants di- 
stincts de ceux obtenus par le procédé du chapitre précédent. En effet, 
d'abord, ces nouveaux invariants admettent une transformation infiniment 
petite queleonque du groupe, car l'expression obtenue en faisant une telle 
transformation sur l'un d'eux, est, jusqu'à un ordre infinitésimal quelconque, 
la méme que si on effectuait successivement plusieurs transformations in- 
finitésimales. Elle ne diffère donc de l'invariant que de quantités dont 
lordre peut étre pris arbitrairement, et par suite, lui est identique. 
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Or, en se reportant aux équations (A) du chapitre précédent, une 
transformation infiniment petite s'obtient en attribuant aux paramètres A 
des valeurs arbitraires, assujetties seulement à être infiniment voisines de 
celles qu'elles ont dans le cas de la transformation identique. Tout in- 
variant ou équation invariante admettant les transformations (9) est donc 
indépendant de ces arbitraires, et se confond bien avec un invariant ou 
une équation invariante, obtenue par le premier procédé. Donc: 


Théorème IV. Les invariants d'un groupe de Lie peuvent s’obtenir par 
la recherche des solutions communes à un système complet d'équations linéaires 
aux dérivées partielles; la formation de ce système résulte immédiatement des 
équations de définition des transformations infinitésimales du groupe. 

Les systèmes d'équations invariantes sont ceux qui admettent l'ensemble 
des transformations infinitésimales ainsi formées.” 


6. Exemple. Reprenons le groupe des mouvements du plan, dont 
les équations de définition: 


92, ) 2 9x1 2 = 2 ; = 2 
== Zee — I 
= ua 9x, 7 E a ow, 2 
Ox; 9%, 
1 2 + = — O 3 
9r, Qm, 9m, Qd, 








9°, SEE 07 800 0°æ, 9*2; 
Stine 93,93, ans Ou; 93,94, 935 











donnent, pour les transformations infinitésimales: 














[Js e£ 0€ 9E 
er — = 0, = = 0, 
or, an, On, ox, 
' oi aie =, Pu a7, 9*6 EA o°é, 3 2*6, 
92 93,097, 92$ odi 02,07, 925 
‘ Lie, Uber Differentialinvarianten, Math. Annalen, t. 24, p. 566. — Die Grund- 


lagen, ete., p. 370 et 374. 

Rappelons que les systèmes d'équations invariantes dont il est question, s obtiennent 
en égalant à zéro les déterminants d'un méme ordre, formés avec les coefficients des trans 
formations (9). 
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La transformation étant supposée porter sur une fonction z = z,, 
d'une variable y — z,, on aura: 
OY, =: OL, 02 E OL, 
)2' — dE, - , (s =) 12 06, == 05, (1 == 22); 
ox, Or, 93, Or, On, 

£ E e£ es 

DOI p p 33 "n 1 VS, ı Qu 

02 = 2242 —— dm 2 —) = 382 —— 
ee ee 


Les invariants du second ordre admettent ainsi les transformations: 
of of 12 of , nop 
= , —, (1 2 - BE 
+ as ru dase ger oh 3 = 





92 


ce qui reproduit /éguation invariante du 1* ordre: 


et l'invariant du second ordre: 


2" (1 = Zi 





CHAPITRE III. 


Systèmes finis d’invariants, et paramètres dijférentiels. 
1. Nous avons vu que toute multiplicité M’, déduite d'une multi- 


plicité générale M, par une transformation d'un groupe de Lie, a ses 
invariants égaux a ceux de M, savoir: 


K/,10 AURA " ,'K UK K f 40 SO ut 1 K K 
J; (85 » +9 29 215 » Fors 9-1 9 225) = di (215 ces OR PETI Saya cons Bia see 70) 
(K=1,2,...) (1=1,2,...44,) 

ou, pour abréger l'écriture: 
K E. 
(1) Uo gs 
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et les multiplicités M’ satisfont aux équations obtenues par l'élimination 
des coordonnées y, ,%,,...,%, d'un point de M entre ces relations (1); 
et à celles-la seulement. 

Supposons, par exemple, que l'on puisse trouver invariants distincts 
I ,1,,...,1,, en nombre égal a celui des coordonnées d'un point de M. 


Sur la multiplicité M, ils se réduisent à m fonctions de y, ,y,...,, 
que nous supposerons encore distinctes. Alors, tout autre invariant J, de 
M, peut s'exprimer en fonction de I, ,L,,..., 1,: 

(2) Jem Ie uxo 


et les équations auxquelles satisfait A7 sont les suivantes: 
Ju UEM, Ae Spy o 

ou, plus simplement: 

(3) gem 9: 


On en déduit, par differentiation par rapport à y;: 








dJ ay dl, ag aly 
(4) du 9m ay PN, ay, 
ou lon représente par i la dérivée totale, par rapport à y,, d'une 
fonction: f, de. y,» 9, - =» Yn,-deı 2, > 855... + 5 2,, et de leurs dérivées, a7, 
c'est-à-dire: 
df. of ,N*9f os, cs of. orf 
UP QE TEES Ua 92. oy: 


Ces relations (4) doivent se déduire, comme on sait, de la considéra- 
tion d'invariants nouveaux. En effet, il résulte d'abord des relations: 


(s) pr aM. Jic 


1 


que Z,1,,...,1!, sont comme Z ,1,,...,1,, des fonctions distinctes 
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de y,,...,y,. Les relations (4) peuvent donc étre résolues par rapport 
, 909 CI 
a... 7, et se mettre;sous la forme: 
al,’ MOIS 





(4) D(h.L.....L)p D, e Sd y POE) HET RES ES Liz, eR 
4 DG VNDE a Dee NE) ES ev 


De la méme maniere, on déduit des identités (2) les suivantes: 








DIESER een L)oee DA, ec IR Yan EU D) pe o 
DY, , Ya. 92) 01: D(y.$ 9,5 - 2 Yn) = 
Or, en vertu de (5), on a: 
Pop 
VE SR 
et par suite, les équations (4) deviennent: 
6 D edi diio BL RN SE 
(6. DUST ar SUD NE Tee 


ou chacun des deux membres représente le quotient de deux déterminants 
fonctionnels formés avec des dérivées totales par rapport aux y', pour le 
premier, aux y, pour le second. 

Les équations (5) donnent donc par l'élimination de y,,..., y,, une 
relation, qui, par différentiation, conduit à » nouvelles; et celles-ci peu- 
vent s'obtenir autrement par l'élimination de y, ,..., y, entre les équa- 
tions (5) et (6). On voit par là que: 


Théorème I. Etant donnés m + 1 invariants, le quotient de deux de 
leurs déterminants fonctionnels formés avec leurs dérivées totales par rapport 
aux n variables indépendantes, y, , y, 3 +++ , Yn, constitue un invariant nouveau. 


Nous dirons que cet invariant (6) se déduit par différentiation, de 
IL,...,1,,J, avec les mvarianis de base I, ..., I,. 

\ 

2. Les équations, relatives a M, auxquelles conduisent ces in- 
variants, ne différent pas de celles déduites par différentiation des équa- 
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tions (3). ll en résulte qu'il sera possible, à partir d'un certain ordre, 
d'obtenir par ce procédé, appliqué aux invariants de cet ordre ou d'ordre 
inférieur, tous les invariants d'ordre supérieur. Autrement, on aurait ainsi 
un systéme d'équations aux dérivées partielles, qui, sans étre incompatible, 
ne serait pas limité. Designons par 4,,7,,...,4,, J,, J,,..., J,, len- 
semble de tous ces invariants, pris jusqu'à cet ordre: nous dirons qu'ils 
forment un système complet d'invariants. 

Cela étant, considérons deux multiplicités, l'une: M, générale et pour 
laquelle les invariants de base I,, L,,..., I, sont distincts, définie par p 
fonctions 2,,2,,...,2, de y, 45 +++, J,, Vautre: M’, représentée par p 
fonctions 2;,...,2, des variables yj, y;,...,9,. Sil existe une trans- 
formation du groupe permettant de passer de M à JJ’, on peut exprimer 
WsY%-..,Y, en fonction de y,, y,,..., y,, de façon à satisfaire simul- 


, 


tanément aux équations: 
, , , 
(7) I, >= f, d Pr mf ah a n Ji 35; 19 Diet CAMDEN] J, == J,. 


Ces conditions sont en outre suffisantes. En effet, M étant soumise 
aux restrictions énoncées, les relations (7) entrainent les suivantes: 


(8) = 


où H est un invariant quelconque se déduisant par différentiation de 
ceux du systéme complet, et peut étre par suite un invariant quelconque 
du groupe. Considérons alors un point quelconque (y,),,(%,),; =: > (Uno 
(EP tn? (25) 
(ip rr Gro)... puis, défini par les équations 
(7) le point correspondant de M’, (y), , (y), , .. ., (yj), avec les valeurs, 


, 


en ce point, des fonctions z' et de leurs dérivées: (z),, ... , (25), (21), >» 


Berd io ra ocu» opo s 


Si on se reporte aux équations (C) du chapitre I: 


de M, et les valeurs en ce point des z et leurs dérivées: (z,) 


1K __ =—K/,0 0 1 1 K Ue 0 0 K )K 
OR: — 0X (8 s Bp Ore eg ES cy E 3555 8295, Ay 3-59 9 een AUS ee Aas) 


(R12) 996—152: 5502) 


les relations (7) et (8), satisfaites pour les valeurs particuliéres consi- 
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dérées, expriment que l'on peut attribuer aux paramètres À des valeurs 
particulières (2%), telle que, pour: 


ei, = (Do 


on ait: 


et cela, jusqu'à un ordre quelconque Q. A ces valeurs des paramétres 
À correspondent des. fonctions »1,2;,...,4, de 7,,7,,..., 9,,, sais. 


faisant aux équations du groupe, dont les valeurs ainsi "que celles de 
toutes leurs dérivées, sont déterminées pour: 


Vi (7), =, Yo» ee ln (&) > Ya» 
Titi = (9,11), A (& > De a (x), SE (£5), - 


Ces fonctions représentent une transformation du groupe, qui, effectuée 
sur M, donne une nouvelle multiplicité M, telle que, au point (y,), , ..., (Yn)o 
de 17, correspond le point (y;),,...,(y,),, les valeurs des fonctions et 
de leurs dérivées en ce point étant en outre données par les équations 
(C), en y faisant AX = (AP), et z* = (2K),. M doit nécessairement se con- 
fondre avec M’, les fonctions et toutes leurs dérivées ayant, dans chacune 
d'elles, les mémes valeurs, pour les mémes valeurs des variables indépen- 
dantes. La transformation considérée transforme done bien M en JW. 
Ici pourrait se présenter cette objection que les développements ainsi 
obtenus peuvent ne pas être convergents; auquel cas la transformation 
qu'ils définissent serait illusoire. Mais toute solution des équations (7) 
peut être considérée comme représentant r = » + p fonctions, yi, ..., y, 
2,,...,2, des variables y ,...,%,. Notre proposition établit qu'à une 
pareille solution, correspondent r fonctions 2, #,,...,.7,, des variables 
7, ,7,,...,,, satisfaisant aux équations de définition du groupe, et se ré- 


duisant à ces fonctions y; ,..., y; 25, -.., 2; de y, ,Y, ,...;,Y%,, c'est-à-dire 
de’ a; $,,...,2,, lorsqu'on" y fait: 

Dir TL eg Vs RA 
Z,,2,5,...,2, étant les fonctions de y,,9,,...,9, qui représentent JM. 


Il résulte des propositions générales relatives aux équations aux dérivées 


Sur les invariants différentiels des groupes continus de transformations. 47 


parelles que, st ces‘ fonctions 9/,.. -., 94,255 -.-, de 9,5 9,5 --., Ya 
sont réguliéres (nous supposons toujours qu'il en est ainsi), il en est de 
méme des fonctions 2,, 7;,..—,2; de 2,,4,, ..., 9,. 


3. Paramètres différentiels, ou opérations invariantes. Les résultats 
précédents tombent en défaut lorsque, sur la multiplicité M, les invariants 
de base 7,,I 


Le Y 
transformées satisfont toutes à une méme relation de la forme: 


, ZI, ne sont plus distincts Dans ce cas, M et ses 


Deo 


On pourrait alors les traiter comme multiplieites particulières, satisfaisant 
à l'équation invariante précédente; mais ce procédé aurait le défaut d'exiger 
une étude spéciale pour chaque équation de cette forme; et la relation 
entre 7,,..., 1, peut d'ailleurs étre arbitraire. 

Il est préférable de reprendre la discussion générale à l'aide d'une 
notion nouvelle, celle de paramètres différentiels ou opérations invariantes. 
On appelle ainsi, étant donné un invariant J, une fonction de ses déri- 


a des variables y, des fonctions z et de leurs dérivées, 


qui, quelque soit J, constitue aussi un invariant: le paramétre est du 
K'" ordre, si les dérivées de J qu'il renferme sont d'ordre K et d'ordre 
inférieur. Dans le cas précédent nous avons établi l'existence de # para- 
métres différentiels du premier ordre: 


vées totales, 


DUAE. RTL LC CU) 
DIESE NS EDI SS 





lesquels sont des formes linéaires, homogènes, et indépendantes, de 
dJ dJ 
Bee ar: 

La recherche de l'expression générale de ces paramètres différentiels 
se réduit à une simple construction d'invariants. Il suffit, aux fonctions 
2:2:...,2 de Y,,...,%,, den ajouter une nouvelle, J, que la trans- 
formation laisse invariante: 


TR 
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Les transformées des dérivées du premier ordre sont définies par les 


relations: 





, 


U , 2 , om, or, 
où les dérivées —*, —— 
9T, 9X Ly 


En les remplacant par leurs expressions paramétriques, et résolvant par 





, satisfont aux équations de définition du groupe. 


AN x an 
rapport aux dy? il vient: 
aT dJ dt dJ 

8 zu, Ab oo A, — G=1,2,...,n) 
(8) dy; dy, mee dy, a at ' dy, 

5 : 92, 22, 927 
ou les A sont fonctions de Vinh io iso fetes diese aa En 
et des paramètres À ,..., À, 41, --., A, des ordres zero et un. Il faut 
éliminer les À entre ces équations (8) et les équations (C): 

1K —K/.0 K K 0 0 K K 
(C) BP = DE (Ay any Bees Mt acess any Ary cory Asya eeey At peony AZ) 


(K=1,2,...) (i=12,...,pp) 


Pour cela, il est possible en général de résoudre les équations (C) jusqu'à 
un certain ordre minimum K, déterminé, par rapport aux paramètres 
A, 2. X. A, ou un certain nombre d'entre eux, de facon que, 
leurs valeurs étant portées dans les relations (8), tous les À disparaissent: 
il en est certainement ainsi dans le cas au moins où on peut former n 
invariants distincts 7,, Z,,..., L,, car, dans cette hypothèse, nous avons 
établi l'existence de n parametres différentiels du premier ordre, distincts. - 
En remplaçant dans les seconds membres de (8), ainsi transformés, les 2/* 
qui y figurent par des constantes arbitraires, on obtient » expressions: 


dJ dJ dJ 
Aud = aug tag, ob egy 


qui sont des invariants, c'est-à-dire, ici, les paramètres différentiels. Les a 
sont des fonctions de y,,9,,...,9,, de 4,, Ay» ..., z, et de leurs dérivées 
jusqu'a l'ordre X. Ces paramétres sont des fonctions linéaires et homogènes 
des dérivées de J; ils sont en outre en général, indépendants, car, pour 
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des valeurs particulieres attribuées aux arguments dont dépendent les a, 


dJ 


A;J se réduit respectivement à du 
Qi 


L'existence de ces paramètres différentiels tombe en défaut, seule- 
ment dans le cas où la résolution des équations (C) n'est plus possible 
comme elle a été effectuée, ce qui se produit lorsque M satisfait à une 
ou plusieurs équations invariantes bien déterminées. Il en est de méme de 
leur indépendance: le déterminant de ces # paramètres, égalé à zéro, 
donne une équation invariante, ou se décompose en plusieurs équations, 
dont chacune est invariante, car, si elle est satisfaite par la multiplicité 
M, on a entre ces n paramètres, une relation linéaire: 


B, As JI eB AC ed BEAT =io 


à coefficients non tous nuls, et qui, aprés toute transformation effectuée 
sur M, se transforme en une autre relation linéaire 


BAT + RUSSIE +... + KAT o. 


C'est là l'avantage de ces paramètres sur les premiers que nous avons 
formés, car ceux-ci cessent d'étre holomorphes ou indépendants, dans le 
cas où M satisfait a des équations invariantes, dépendant de fonctions ar- 


bitraires. 


4. Ces m paramètres jouissent de propriétés capitales. D'abord, 
tout autre paramètre différentiel, linéaire, et du premier ordre: 


ad dd dJ 
UEM E cpu eir Pee 
est une fonction linéaire de A,J, A,J,..., A,J, dont les coefficients 


sont eux-mémes des invariants. Car, A,J,..., A,J étant indépendants, 
on a: 
AJ = 7+ HAFT + pA + es + Ans 
de sorte que toute transformation du groupe, effectuée sur M et sur une 
fonction quelconque J, de y, , 9, , ..., %., donnerait: 
ven AJ p AJ ys cde y A, 
ou 
ee eee ee 0 
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et cette identité aurait lieu quelle que soit la transformation. A,J,...A,J 
étant distincts, ceci exige bien: 


fo — for 2 nino: RH j^ = 10; 


En particulier, les deux paramètres différentiels du second ordre 
A,A,J et A, A,J ayant une différence qui ne contient que des dérivées 
du premier ordre de J, on a: 


A, AJ — A,A,J > Yun AıJ an 0 Sic fs De 


les 7 étant encore des invariants.’ A,J et A,J se réduisant d'ailleurs, 
ae et ore NAG Jet 
A we Pe es 

d°J 
dy, dy, ? 
additifs prés ne contenant que des dérivées du premier ordre. On obtient 


pour des valeurs particuliéres des variables, à 


A,A,J se réduisent dans les inémes conditions à à des termes 


done, par la combinaison des paramétres du premier ordre, autant de 
paramétres du second ordre distincts qu'il y a de dérivées de cet ordre: 
il en est manifestement de méme pour les ordres supérieurs, et l'on voit 
que, dans la formation de ces paramétres, on peut faire abstraction de 
lordre dans lequel on combine les paramétres du premier ordre. 

Ensuite, les x opérations A,J,..., A,J, effectuées sur q invariants | 


sd 


, d'ordre 6, au moins égal à K, donnent autant d'in- 


variants d'ordre a + 1, distincts par rapport aux dérivées d'ordre o-+ 1, 
quil y a de fonctions distinctes par rapport aux mêmes dérivées, parmi 
les quantités a AT QUE seb. ds . En effet, les » invariants A,J,, 
dy, dy, dy, 

.., A,J,, en tant que fonctions des dérivées d'ordre o + 1, sont n fonc- 
ad; ad; 


tions linéaires distinctes de i 


Ei. , les uns et les autres étant 
dy, dy, 











' Ce résultat peut s'interpréter ainsi. Les invariants étant considérés comme solu- 


tions d'un système complet d'équations linéaires que l'on sait former, ce système admet 


les transformations infinitésimales A,/f, où les dérivées totales sont explicitées. Il 


df 
dy, 
admet aussi les transformations (A, As): celles-ei s'exprimant en fonctions linéaires de 
Aaf 5s Anf, on sait que les coefficients de ces formes linéaires sont des solutions du 


système complet. Lie, Math. Annalen, Bd. rtr. 
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d'ailleurs des formes linéaires des dérivées d'ordre «+ 1. Si donc les 
dérivées _ peuvent s'exprimer linéairement en fonction de p d’entre 
elles, indépendantes, il y aura, de méme, p invariants A, J, indépendants, 
H,, H,,..., H,, les nq.— p autres pouvant se mettre sous la forme: 


Et, 


= Ay + GH, +... + 6, H, (i=1, 2, ..., nq—p) 


où les a ne dépendent pas des dérivées d'ordre o+ 1. H,,H,,..., H, 
étant independants, il en résulte, comme plus haut, que ces coefficients a 
sont encore des invariants lesquels peuvent, au reste, se réduire a des 
constantes. 

En particulier, on retrouve que les expressions A,A,J constituent 


I 


bien -n(n + 1) paramètres différentiels du second ordre, distincts. 


to! 


5. Cela étant, dans la détermination des invariants d’une multiplicité 
M, on trouve, ou bien seulement un nombre fini d’invariants, ou bien 
un nombre d'invariants qui croit sans limite avec l'ordre. Construisons, 
dans ce cas, les n paramètres AJ, A,J,..., A,J, et soit K l'ordre le 
plus élevé des dérivées qui figurent dans leurs coefficients: la détermination 
des invariants d'ordre au plus égal à K,J1,...,J5 , ..., J1,..., Jay, se 
fait en méme temps, de sorte qu'on a entre M et ses transformées M’, 


les relations: 
(9) Jd E Je (h-1,2,..,K) G—1,2,..., 11g) 


De celles d'ordre K, on déduit, à l'aide des paramètres différentiels, les 
suivantes, d'ordre K + 1: 


(10) Aga — A JE. (v=1,2,...,n) (#=1,2)..., 2K) 


Le nombre de celles-ci qui sont indépendantes, entre elles et des relations 
(9), est égal, avons-nous vu, au nombre des fonctions distinctes d’ordre 
E 


dJ; 
dy, 

S'abaisser que si les paramètres différentiels A,J cessaient d’être indé- 
pendants en vertu des relations (9), c'est-à-dire en raison des valeurs que 





K +1, que lon peut former avec les dérivées , et ne pourrait 
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prennent sur M, les invariants Jj,...,J5,,...,J1,..., Ji. Nous 
supposerons qu'il n'en est pas ainsi. 

Alors les équations d'ordre K + 1, entre M et M’, comprennent les 
équations (10), et s'il y a lieu, un certain nombre d'autres, fournies par 
des invariants distincts des précédents. On procédera de méme pour les 
invariants suivants d'ordre AK + 2, et ainsi de suite. A partir d'un 
certain ordre 7, tous les invariants d'ordre supérieur s'obtiennent en effec- 
tuant les opérations invariantes, une ou plusieurs fois, sur ceux d'ordre l. 

La chose s’etablirait de la méme manière qu'il a été démontré que 
tout système d'équations aux dérivées partielles est nécessairement limité. - 
C'est aussi ce qui résulte du méme fait, établi dans le cas ou on applique 
le procédé par différentiation, ce qui revient à substituer aux parametres 
A,J,A,J,..., A,J, un système particulier de « autres paramètres, 
fonetions linéaires, et, en général, distinctes, des précédents. Par suite / 
ne dépasse certainement pas l'ordre le plus élevé des invariants du système 
complet. 

On m'est arrêté, dans ces opérations, que si la formation des in- 
variants jusqu'à l’ordre / devient impossible, ou si les paramètres diffé- 
rentiels cessent d'étre indépendants. Ceci ne se présente que dans le cas 
ou M satisfait à des équations invariantes bien déterminées, cas que nous 
laisserons d'abord de cóté. 


6. Supposons maintenant, qu'une telle multiplicité générale M étant 
donnée, elle ait « invariants d'ordre c, J, , J, , ..., J, 


a. 


, sexprimant en fonc- 
tion des autres invariants d'ordre o et d'ordre inférieur: 1,5 Z,,..., 15: 


B 


(13). J, (LL url) ON REL AT GIE EI EE 


B 

Les multiplicités JZ’, transformées de M, satisfont aux mêmes relations 
, , ji , * , tA P ' ^ /T , , =e 

(11) mol Lys, 45) ose, pA Seth, Tou De: 


Or, au systeme d'invariants distincts J,,..., Z;, et à ceux 


EUM RE 
qu'on en déduit A,J,,..., A,J,, on peut supposer substitué celui des 


invariants aussi distincts I ,...,1;, J) — q,,..., J, — Gay et ceux qui 


s'en déduisent A,(J, — 9), ..., A,(J, — eg) En vertu de (11), ces 


NIAE e 


a) 
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derniers sont tous nuls sur M, de telle sorte que M’ satisfait aux 


équations: 
(12) A; (Ji ——, gi) = ©. (=1,2,...,n) (i=1,2,...,0) 


Mais ces équations sont satisfaites pour toute solution du système (117, 
dont elles sont des conséquences par dérivation: en effet, le systeme (117) 
n'entrainant pas la dépendance des paramétres A;J', on sait que les équa- 
tions (12), d'ordre o + 1, forment un système équivalent à celui que 
lon obtient en différentiant les équations (i1) 

D’après cela, si tous les invariants de M, d'un ordre A, égal ou 
supérieur à /, sont tous fonctions des invariants d'ordre inférieur à A, il 
suffit, pour exprimer que tous les invariants de M’ satisfont aux mêmes 
relations que ceux de M, d'écrire les équations (11) jusqu'à l'ordre A, 
équations parmi lesquelles il peut d'ailleurs y en avoir un certain nombre, 
qu'on sait reconnaitre, de la forme: 


A; — gt) = o 


et qui sont des conséquences des autres par dérivation. Il en résulte, en 
egalant entre eux les invariants distincts Z , 1,,..., 1;, de M et M”, 
que tous les invariants de M sont égaux respectivement à ceux de MW’; 
et par suite, comme on l'a déjà établi, ces conditions sont suffisantes pour 
que J’ soit homologue de M. 

Quant à la correspondance entre M et l’une des solutions M’ de ce 
système (11^, elle fait correspondre à un point quelconque de M, un 
point déterminé de M’ ou une infinité de points, suivant que le nombre 
B des invariants distincts est égal ou inférieur à n: et, une fois fixé ce point 
de M’, la correspondance est complétement déterminée. 

Enfin, comme il y a au plus » invariants distincts, l'ordre À, qui 
est au moins égal à /, est au plus égal à | + & — 1. En résumé: 


Théorème IL Dans le cas où une multiplicité à n dimensions admet 
relativement à un groupe de Lie, un nombre illimité d'invariants, on peut 
toujours construire et un système d'invariants d'un ordre minimum 1, et un 
système de n paramètres différentiels, linéaires et homogènes, du premier ordre, 
qui, appliqués aux invariants précédents donnent tous ceux d'ordre supérieur. 
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Les multiplicités M', homologues d'une multiplicité générale donnée, M, 
sont définies par un système d'équations aux dérivées partielles obtenu en 
exprimant que leurs invariants d'un ordre À, au moins égal à |, et au plus 
à l + n—1, sont liés par les mêmes relations que ceux de M; et la ou 
les correspondances qui rattachent l'une d'elles à M sobtiennent en égalant 
les invariants distincts de M aux invariants correspondants de M'. 


7. Les multiplicités particulières, pour lesquelles ce qui précède ne 
s'applique pas, se partagent en un nombre fini de classes, chacune d'elles 
étant définie par un système bien déterminé d'équations invariantes. L'étude 
de chaque classe se fait, comme on l'a vu (2* partie, ch. D, de la même 
maniere que celle des multiplicités générales. On est conduit à répéter 
sur elle les mémes subdivisions, les multiplicités de cette classe possédant, 
les unes un système d'invariants que lon saura former, les autres étant 
définies par de nouvelles équations invariantes. Pour ces dernières, il faut 
continuer de la méme manière. Cette suite de subdivisions est d'ailleurs 
limitée, et on arrive nécessairement à des classes ne se partageant plus, et 
ayant ou n'ayant pas d'invariants: dans le cas contraire, on aurait en effet 
des multiplicités satisfaisant à des équations invariantes formant un systéme 
illimité d'équations aux dérivées partielles. 


8. Application. La théorie des surfaces applicables nous donne une 
application des principes précédents, en méme temps qu'un exemple de 
'aleul d'invariants à l'aide des transformations infinitésimales. Nous con- 
sidérons un ds’, rapporté à ses coordonnées symétriques: 


ds? = 2Adady. 
Cette forme n'est pas altérée par les transformations: 
g Xx) y — Y(y) 
lesquelles forment un groupe de Lie, dont les transformations infinite- 
simales sont: 


13 dx = — E(x)ôt, oy = — 7n(y)ot 
\ 1 


où X et & sont des fonctions arbitraires de x seulement, Y et 7 de y 
seulement, 


/ 
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À est une fonction de x et y, dont la transformation infinitésimale 
est donnée par l'équation: 





. 0A , ddz , ódy — 04 , dóz | dày 
i wc beu Mur cub de li 
ou 
(14) Où = À(E + pot. 


On a à chercher les invariants du groupe de transformations (13) 
et (14). Nous poserons, ¢ étant une fonction quelconque de x et y: 


Di p. 
sv dr! oy? 


Les dérivées d'une telle fonction sont transformées de telle sorte que la 
relation: : 
dg — ¢,, dz — o,,dy = 0 


reste invariante, ce qui donne: 


NL Td n ES ^ Ld. N ^ DES 
221 MN S d + oe, Kn ms dy + £47 9t 
. 4 d > doner 
où = et > représentent des dérivées totales. 
aa ay 


Pour l'ordre zéro, on a l'équation invariante À = o, dont la significa- 





tion est banale. Nous supposons done À + 0, et posons À = e^, ce qui 


donne: 
jo = (£" +-y)ôt, 
Bun [en + 0,,&')dt, 005 = 7” de 0,,7/)0 , 
80,, = (E" + ey, e" + 2«,,6 )Ót, 60. = (2" + 0,9" + 20,45 )9t, 
de,, = e,,(& + y’), 


d'ou un premier invariant du second ordre (courbure totale): 
p 





i» 9° 
ogi. 


LED —- 
11 À9r9y [- 
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Cr 
c 


Pour les ordres supérieurs, nous ne conservons, des dérivées de o, 
que celles de la forme ©, et @,,, et substituons aux autres les dérivées 


de a. Ceci donne, pour le troisième ordre: 
RS - N IY 
00,, = (£" oC E Pe...) an, ó0,, = (9° + oz" + ...)ôt, 
da, = 4,5 0l, 0, = N 0L. 


Les coefficients de €’,..., £7 ,2,..., z" donnent ainsi, pour la détermina- 


? 
tion des invariants, jusqu'au 3"* ordre, un systeme de 8 équations à 10 
inconnues; ces équations sont indépendantes, car elles se réduisent à: 








= 90,5, 90, 90,, 90, , 90,, 90, 
(15) 
9o !! 9e 1 10 95 , ? 9o LEON ona L 


Elle cessent d’être distinctes, seulement dans le cas de 


vL == 5 a, —O, 


équations qui forment ainsi un système invariant. Elles définissént des 
surfaces particulières, savoir: 
4 — const. 


On voit immédiatement que ces surfaces n'ont pas d'autre invariant que a. 
Pour les autres, on trouve deux invariants, a, et un autre: 


BP = e "aa 


10 "01° 


> = ne 1 1 = ie À = = 3 — 
Pour le 4"* ordre, il faudrait prolonger les équations (15), en y 
ajoutant les 5 éléments du 4"* ordre, @,, 5 2,,, 4,, > &,, , €,,, ce qui laisse 
évidemment ces équations indépendantes, et leur ajouter les deux suivantes, 


EV 


provenant des coefficients de & et z*: 


of c4. of 


— ; — 9 
90106 90, 








lesquelles sont indépendantes entre elles, et des précédentes. On trouverait 
done 3 invariants du 4"" ordre, et, de la méme manière, a — 1 invariants 


ième 


du n ordre. 
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Pour les déterminer, construisons d'abord les paramètres differentiels. 
J étant un invariant, on a: 
^ EN ^ D N 
dy = June Os OF =a), HOE. 


“10 01 


Nous prendrons les deux paramètres: . 


Af 
A, J = € "aJ, A,J=— 


qui ne sont pas symétriques, mais qui tombent en défaut seulement dans 


le cas de 4, = o: dans ce cas, il suffirait de recourir aux paramètres 
zl 
z [—« 10 
analogues & "a,,J,, et —*. 


Go 


Nous remarquerons que: 


a (ci 
NEA — A,A,J = = EE is (eo), | 
: ‘ otre [7 a 
x ot 01 
= Va Ol 
= — À "au A,J — 02 z 01 01 A,J, 
ol 


ce qui met en evidence deux invariants du 4"* ordre: 


n D) 
02 01 01 — 
— 0, Br een 


= 


di 
On en connait, en outre, deux autres: 


SB 
A,B EID. ACL + Gite — O0 0 Li)» 


4,4 \ 


A, = e= (a, TEEN TSG 05,55, )> 


lesquels sont liés aux précédents, comme cela doit étre, par une relation: 
0 = A,B — fr. 


On a ainsi 3 invariants du 4"* ordre, A, , A,f? et y qui constituent des 


fonctions distinctes, respectivement, de 4,,. a,,, et a, Leurs dérivées 
du 4""* ordre donnent g + 3 fonctions distinctes des g + 3 dérivées 
d'ordre g +2 de a; en repetant sur elles, une ou plusieurs fois, les 
opérations A,J et A,J, on formera donc q + 3 invariants distincts d'ordre 
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q + 4, c’est-à-dire, tous les invariants d'ordre supérieur à 4; le nombre 
l est ici égal à 4. 

Cela posé, considérons d'abord une surface générale M, qui n'annule 
done pas 4,, (ce cas se traiterait de la. méme manière). Si ses invariants 
a et 3 sont distincts, les invariants du 4"° ordre A,f, À,f,7 seront 
fonctions de a et f: 


(16) A.B—fh(a.B. Apr,  r-—f. p. 


Toute surface M’, transformée de M, est alors définie par les équations 
(16) qui suffisent, et les correspondances, en nombre fini, entre M et M' 
sont données par: 

DE — a, F = P- 
La troisième équation (16) est, au reste, une conséquence des deux précé- 
dentes, en vertu de l'identité: 


A, 5,8 — A, A,B — y. A. B + 0. A.B = (A,f) + r(A.B — BA,f) 


: : : i 
qui donne f, connaissant f, et f,, car l'expression: 


A.B == BA, B = € (ab iz 2:91) 


ne sannule que si z et f ne sont pas distincts. 
Si M est telle que et x ne soient pas distincts: 


(17) B = f(a) 
A, et A, sont aussi fonctions de a: 

A.B -— f(a).f(a) ^ A,B —f'(a) 
et il en est de méme des 3 invariants du 5"* ordre, A, A, , A,A,ß, 
A,A,#. Si y est distinct de a, le 4"* invariant du 5"* ordre, A,;, est 
alors fonction de a et y: 


(18) . Ayr = g(a, p). 


Les multiplieites (M^) sont, dans ce cas, définies par les équations (17) 
et (18), la correspondance étant donnée par 
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Si, en méme temps que 5,7 est fonction de a: 


o) y = (a) 


me 


les 3 invariants du 4"* ordre sont fonctions de 4; M' est définie par les 
équations (17) et (19). Ici, il y a une infinité de correspondances données 
par la seule relation 

TIME 


un point «,,¥y, de M pouvant correspondre à tout point 2’, y' de M’ 
satisfaisant à l'équation 


, 


os uta sf) 


TROISIEME PARTIE. 


CHEAP Rey le 
Calcul des invariants. Formes réduites. 


1. Le caleul des invariants peut étre facilité souvent par l'applica- 
tion d'une nouvelle notion, celle de forme réduite d'une multiplicité, rela- 
tivement à un groupe de Lir. 


Considérons un élément particulier E, 
dire un systeme de valeurs: ayy 6-58. > El 922 5 7E peut Bee 


d'une multiplieité M, c'est- 


HE 
k? 


des variables. indépendantes, des fonctions et de leurs dérivées; et re- 








! Si l'on admet, ee qu'on verra dans la suite, que les invariants considérés sont 


les mêmes que ceux que lon aurait, en prenant un ds^ sous sa forme générale 


ds’ = Edw! + 2Fdudv + Gdv’, 


on retrouve iei la solution du probléme suivant: reconnaître si deux surfaces sont appli- 
cables. Cf. DARBoux, Théorie générale des surfaces, t. ILL, liv. VIL, chap. II. 
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gardons un invariant comme une fonction de ces coordonnées, telle, que 
la méme fonction des coordonnées d'un élément £;, transformé de E,, 
quand on soumet M à une transformation du groupe, ait la méme valeur. 
Les coordonnées de Ej, étant définies par les relations: 


{fo „’K0 — K / „00 „00 „Ko „KO 30 K 
(C?) = DES uS SERES qon MEE 9 eee REEL TP 


où les À sont des paramètres arbitraires, on peut choisir ces paramètres 


=! 00 700 „to ,'10 


de facon que certaines des coordonnées de Ej, 2^, , .. v fs RE UTE. 


Eten ee ..., prennent des valeurs fixes arbitraires, s ttc Ge Er iod 
KT NK f f . 

Go c DA ss. €f ,..., pourvu au moins que, soit les coordonnées de E 
n 9 Vul? Nr) , 2 0? 


soit ces constantes arbitraires, ne satisfassent pas à certaines équations 
invariantes: cette exception ne pourrait se présenter que soit dans le cas 
ou JM serait une multiplicité particulière, soit, dans le cas contraire, pour 
des points particuliers de M. Les autres coordonnées de Ej, sont alors 
complétement déterminées: 

cutn ee) 


(K-1,2,-—.) | (i-1,2,.. 9 


et leurs valeurs, fonctions des coordonnées de E, sont les invariants 
cherchés. C'est, en effet, la marche que nous avons suivie pour former 
ces invariants. C'est ce qui résulte aussi de la remarque suivante. 


Soit &, l'élément transformé de E,, élément réduit, caractérisé par 


0 K 


les’ valeurs: eonstanter (04 2 os ts C ba an Con ,-.. de certaines 


Do 


de ses coordonnées. La transformation 7’ qui donne 
PETE Tier 


est bien déterminée, et unique au moins dans un domaine fini; elle serait 
déterminée jusqu'a l'ordre A seulement, si les valeurs des constantes c 
n'étaient fixées que jusqu'à cet ordre K. 
Soit E; un élément déduit de E, par une transformation quelconque 
3; il lui correspond un élément réduit, &,, et une transformation, j E bien 
déterminée, telle que: 
quip. -— 
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On a done: à 
E,9T' = &. 


La transformation 37’ qui fait de E, un élément réduit doit done se 
confondre avec 7 (au moins jusqu'à l’ordre A), et &j se confondre de 
méme avec &,. Les coordonnées non arbitraires de Gj ou &, s'exprimant 
de la méme manière en fonctions de celles de E/ pour le premier, de 
E, pour le second, ces fonctions sont donc bien des invariants. 

Ceci montre en outre que, réciproquement, si à un élément E, de 
,» de forme définie, et déduit de X, 
par une transformation bien déterminée du groupe, les coordonnées non 


M correspond un élément réduit & 


arbitraires de &, sont des invariants, fonctions des coordonnées de E,. 
De plus, ces invariants qui, pour 


0 N) ae 1 CLS eh 
El ar. Clo a PER POLE Coy Zn iz Cul? TR tats Zo, EX Coys DRM] 


se réduisent à 2{,..., 2, , 21,...,2, Sont manifestement distincts: con- 
sidérés comme solutions du systéme complet formé à l'aide des trans- 
formations infinitésimales, ils constituent un système de solutions principales 
de ce systéme complet. 

Dans le cas où E, satisfait à une équation invariante qui ne permet 


plus la réduction à la forme &,, il en est de méme des éléments trans- 


os 
formés Ej. Alors, il y aura une forme réduite nouvelle, distincte de la 
précédente, chacune des équations ou systèmes d'équations invariantes qui 
définissent les multiplicités particulières pouvant correspondre à une forme 
réduite bien déterminée. Par conséquent: 


Théorème I. A tout groupe de Lie, on peut faire correspondre, pour 
une multiplicité de dimensions données, un nombre limité de formes réduites, 
telles que tout élément E, d'une telle multiplicité puisse se mettre, à l'aide 
d'une transformation bien déterminée du groupe, sous l'une de ces formes ré- 
duites. Les coordonnées de l'élément réduit &, sont, les unes, égales à des 
constantes fixes, les autres des invariants, fonctions des coordonnées de l'élé- 
ment initial E,. 


2. Par exemple, étant donnée une surface, on peut, en effectuant 
sur elle une transformation bien déterminée du groupe des mouvements: 


2,0, 7, yr —2g,, 2p — ar , 4q — yp 
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transporter l'un quelconque de ses points à l'origine, son équation dans 
le voisinage de ce point étant: 


a 2 a 


ote gs (RS Qs, 9 
ga at + Gey? ent Seay + 


2 
< 


a, 





2 2 do 3 
2277] p + 


> 


Les coefficients de cette forme réduite sont les valeurs des invariants de 
,, €t a,, sont les inverses des 
deux rayons de courbure. Cette réduction se fait en transportant le 


la surface, en ce point; en particulier, a 


triédre des coordonnées, sur le triédre formé par la normale à la surface, 
et ses deux directions principales en ce point. Elle tombe donc en défaut, 
dans le cas où ce triédre s'évanouit, c'est-à-dire, soit lorsque la normale 
est tangente à la surface, soit lorsque les deux directions principales sont 
confondues: de là deux classes de multiplicités particulières, les unes, les 
développables circonscrites au cercle de l'infini, définies par l'équation 
invariante: 
Ix p 3 qd EXE 

les autres, les surfaces réglées dont les génératrices sont les droites iso- 
tropes, et dont l'équation est: 


[rpa(t Fa) — 2s(1 + Pr Ta) + mr +p) 
+ (=p? ig) (FE qoc taba poros 


3. La méthode peut étre généralisée. Supposons qu'à l’aide d'une 
3 5 
transformation du groupe, non pas nécessairement unique, cette fois, on 
puisse mettre un élément arbitraire E, de M sous une forme réduite 8, , 


Uere RO Ir SEU 0 ee 1 
caractérisée par les valeurs fixes €, ,1, ..., > 6,41» €,» -.. que pren- 
nent respectivement ses coordonnées 2;,1,..., 25,5 943155.» poses Wes 
autres coordonnées, 23,...,25,,21,...,24,... de & sont fonctions des 


coordonnées de l'élément initial E,, et les invariants cherchés sont fonc- 
tions de ces seules quantités. Pour les obtenir, il suffit d'achever la ré- 
duction de l'élément à une forme réduite bien déterminée, en tenant 
compte seulement des valeurs constantes déjà attribuées à certaines coor- 
données. On posera donc, dans les équations (C°): 


,'00 __ „00 c? J'Q0 = 400 —— ^0 
^ Vo de Cure ét ci Qum. aed Sop di Fco 


510 '.177 410 il A BEE BE SE | 
My = Oye) sae pei s aan: ep: EMINUS 
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puis on achévera de déterminer les paramétres A, en attribuant à de nou- 


velles coordonnées 255,,..., 2°, 2,51, ..., £1, ... des valeurs constantes: 


on exprime ainsi les autres coordonnées 4°, ..., 2/0, 217, ..., 2,,... en 


fonction de 2,...,25,21,..., 2,5 ..., et ces expressions sont les in- 
variants cherchés; la transformation qui ramène E, à la dernière forme 


réduite est en effet unique. 


4. Ce procédé est intéressant dans le cas où la forme intermédiaire 
& a elle-même pour coordonnées les invariants d'un sous-groupe du 
groupe proposé. On obtient alors les invariants du groupe général, ex- 
primés en fonction de ceux du sous-groupe. 

iver au méme ré à l'ai s transformations in- 

On peut arriver e résultat à l'aide des transformat 
finitésimales, la méthode s'appliquant d'ailleurs à un systéme complet 
queleonque d'équations linéaires aux dérivées partielles. 

Soit donc un système complet 


(1) ARC MN fic, Al Omar fo 


de m équations linéaires aux dérivées partielles, a r variables m, , 7,, ..., 7,. 
Nous supposons que les h premières forment elles-mémes un systeme 
complet dont on connait les solutions principales 7;,,,..., x, qui se 


réduisent à 2,,,,..., 7,, pour 


Pour achever l'intégration de (1), nous prenons comme nouvelles 








variables z,,...,2,, 2,,;,..., %, et alors le système complet devient: 
9 9 
ET PC NE M 
Ox, 935 
a L N) IE: n 35 
(2) Noc DER — Kei o +... + X,2) D. =O (G=itl,.m) 
Tha] OLj+2 Or, 


où les coefficients des dernières équations sont supposés exprimés en fonc- 


, 


tion de z,,..., 2,, 2,1 ,..., 2. Si on résout les dernières équations, 


of nouer 
een gro par exemple, le système devient jacobien, de 
La 





par rapport à —; 
91,41 


telle sorte que ses coefficients sont alors indépendants de x iude: Le 


loc 
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résultat de cette résolution ne change done pas si on remplace dans (2), 
2,....,, par des constantes, en particulier par 21,..., ;. Soit: 

X, ecards Reliure à co DUR RE OR oa Edu. 
Cette substitution donne identiquement: 


z AU, 0 3) = m! 0 , 
Pat >: > > 3 Un > Mais ee 5 De dur ee npe devo uon 


et on remplace le système (2) par un système équivalent en substituant 
à tout coefficient X,x! l'expression d,(r?,...,2%,#,,,,....#/), laquelle 
s'obtient simplement en calculant X,r; en fonction de z, , ..., 7, , 1,1, ers Urs 
et y faisant ensuite: 


al — 
: DENS ee Mies dated Ems 


Les dernières équations (2) forment alors un système complet par rapport 
aux seules variables 2;,,,...,;, dont les solutions sont les intégrales 
de (1), exprimées en fonction de %,,:,...,% 


r* 


5. L'application de la méthode peut être facilitée dans certains cas. 


Elle consiste à effectuer sur l'élément intermédiaire $,, une transforma- 


0? 
tion qui n'altére pas ses coordonnées constantes: 


0 ee) Peer 1 — eui 
(8) en es ERA Ea Brat = Chet 4429 Eu Cay wees 


En général, la transformation générale jouissant de cette propriété dépend 
des autres coordonnées 2 ,...,20,2],..., 245... de 6: dans le cas 
contraire, elle appartient nécessairement à un groupe J’, sous-groupe du 
proposé G. Tout revient done, dans ce cas, à faire une dernière réduc- 
tion de la forme intermédiaire SN, par une transformation de /j c'est-à- 
dire, à déterminer les invariants des multiplieites SIC, par rapport au 
groupe /. 

C'est ce qui résulte aussi du raisonnement suivant. — Si S est la 
transformation générale de Z', et 7T, une transformation particulière met- 
tant une multiplicité donnée M sous la forme SIT, la transformation gé- 
nérale de @ qui donne la méme réduction est 7,5. Tout invariant de 
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SIT par rapport à J’, exprimé en fonction des coordonnées de M, est alors 
nécessairement indépendant des arbitraires de cette transformation T,S, 
puisquil garde la méme valeur, quelle que soit la multiplicité réduite 
SIT à laquelle on ait ramené HW; c'est donc une fonction bien déterminée 
des coordonnées de M, et, par suite, il constitue un invariant de M 
par rapport au groupe G. 

Réciproquement, tout invariant de M par rapport au groupe G, 
exprimé en fonction des coordonnées d'une multiplicité ST, donne évidem- 
ment un invariant de SI par rapport au groupe J’, et les invariants 
distincts sont les mémes, toute relation qu'il y a entre eux sous la forme 
SK, subsistant quand on revient à la forme M. 

Par exemple, un ds’, 


(4) ds? = Eda? + 2Fdrdy + Gdy* 
peut toujours, à l'aide d'une transformation convenable du groupe G: 
a — X(x,y), y — Y(x,y), 
ou X et Y sont des fonctions arbitraires de x et y, se mettre sous la forme: 
(5) ds? = 2hdxdy 


et la transformation générale de G qui conserve cette forme réduite de 
ds”, est indépendante de À et constitue un sous-groupe I’ de @: 


LEE), 4, — Hm); 


ou = est une fonction arbitraire de x seulement, et H de y seulement. 
Tout invariant de la forme (5) par rapport au groupe J’ donne donc un 
un invariant de la forme (4) par rapport au groupe G; et on obtient 
tous ces derniers invariants de cette maniére. n 
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CHAPITRE II. 


Invariants d'une surface par rapport aux transformations con- 
formes et aux transformations projectives de l’espace. 


1. Appliquons ces principes à la recherche des invariants d'une 
surface, définie par une fonction 2 de x et y, par rapport au groupe G,, 
des transformations conformes de l’espace: 





PTT: 20 —yr , yr —yp., yp — a4, 
U, 2x U—(r* y^ o z)p, 29yU — (x! Ey) +2), 22U— (^ +y? 4-2) 


avec: 


U = cp + yg + zr. 


Les six premiéres transformations forment le groupe G, des mouve- 
ments de l'espace; à l'aide d'une transformation de ce groupe, on peut, 
avons-nous vu, transporter un point quelconque de la surface à l'origine, 
léquation de la surface ayant la forme: 


2 2 
a,,0 + AY a As 


(Me et ey Hy HE +... 





| 


ou les coefficients sont les valeurs des invariants du groupe G,, au point 
considéré. Ceci devient impossible dans deux cas particuliers, définis 
chacun par une équation invariante, qui est aussi éguation invariante de 
G,,. Nous laisserons ces deux cas de cóté. 

La transformation conforme n’altérant pas les lignes de courbure, la 
transformation générale de G 


;, qui n'altére pas la forme de l'équation (1) 


est indépendante des coefficients de (1). Elle forme effectivement un 
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groupe G,, celui des 4 dernières transformations de G,,. Sa transforma- 
tion infinitésimale est: 


[22(ax + by + cz + b) — a(x? + y° + 2?)] ot, 
dy = [2y(ax + by + cz + h) — d(x? + y? + z’)] ot, 
[22 (ax 2s by + cz + h) — e(x^ + y? + 2’)] ot, 


ou a,b,c,h sont des paramètres arbitraires. 
L'équation (1) étant: 


2 — f(z,y). 
l'équation de la surface transformée est: 


x - Oase. St OL 
— àz = f(x, y) — as eren ay 9 


Ue 


d 


ou, en s'arrétant aux termes du premier ordre en dt: 


2 = f(x, y) + a 2(ax + by + cf + I)(f— x er 2) 


+ @ + + Pa + vf —c) 





D'aprés cela, la transformation infinitésimale des coefficients de (1) est: 


da,, + (2ha,, + 2c) öt —0, da,,+(2ha,,+ 2c)ôt =©- 

da,, + 4ha,, at —0, Jda,,+4ha,, 0t =O- 

da, + [4ha,, + 2b(a,, — a,,)] 0£ — o, — 0a,, 4- [4ha,,+ 2a (a,, — a,,)] 9t = o. 
Elle met en évidence 1? une équation invariante du second ordre: 


a, — & =O; 


2° deux invariants du troisieme ordre: 
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L'équation invariante exprime que la transformation conforme change 
un ombilic en ombilic. Quand elle est satisfaite, les deux invariants du 3"^ 
ordre n'ont plus de sens. 

Pour avoir la signification de ces invariants, déterminons, dans le 
voisinage de l'origine les rayons de courbure de la surface. Ils sont 
donnés par l'équation: 


p^ (s? — rt) - px E p d? (i +9’) til + p?) — 2spq] — (1 +p’ +9) —0, 
qui, aux termes du second ordre prés, se réduit ici à: 
— prt + p(r + —1—0, 


ce qui donne pour chacun des rayons de courbure: 








I I Q.V + 04,9 E 
en a3, ous 
I — I 0,4 T RE AsV — 
Po i ae D 5 oS 


Désignons par s, l'arc de la ligne de courbure suivant laquelle la sphere 
osculatrice de rayon p, touche la surface, par s, celui de la seconde ligne 
de courbure. On a: 


S =T+... Sh mp me 


et, par suite, à l'origine, on a: 





Ex «a 

do me di E 
dy mo 29 a zr Ps. a sapere Pi a eS cc 
pi 28, fà 28, 5 pi 28,” = pi 8s," 


et les deux invariants obtenus sont, au signe prés: 


80 9p. 
2 Pi 20a 
P3 as, Pigs 


(p, —p,)*’ (e, —p,)* 








La méme méthode conduit à 5 invariants du 4™° ordre, dont le calcul 
est, jusqu'à présent, sans intérêt. 
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2. On peut, de la méme maniere, construire les invariants d'une 
surface par rapport au groupe des transformations projectives. On peut, en 
effet, décomposer les transformations du groupe en sous-groupes s'emboitant 
les uns dans les autres, suivant ce tableau: 












p,g9,r| ar yr | xq yp zp—yq|cp-d- yq zr 


A chacun de ces groupes correspond, comme on le verra, une forme 
réduite bien déterminée, la transformation générale du groupe suivant qui 
n'altére pas les caractéres de cette forme réduite, étant indépendante des 
coefficients qui y figurent. = 


1°. D'abord, une transformation du groupe [ea], permet de 


transporter un point quelconque 2,,¥y,, 2, de la surface à l'origine, ce 


qui met son équation sous la forme: 
(2) 2 850 Fo ap st pee oY ee 


ohtkz 


ou z, représente la valeur, en ce point, de la derivee og” 


Dp: [» v] En posant: 


on obtient la forme réduite: 





ER CA Y ONE 
(3) a ea ln Je BE IUE ho 


On voit par là que tout invariant est indépendant de x,y, 2, et 


des dérivées premières a, , z,,. 
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25 | rq yp vp — yq | On détermine la transformation: 


gy —-ir'-Eumy, 
(Im, — ml, = 1) 
y=let+my’, 


e facon a ann es termes en x” et y’?. 
de facon innuler les te Laser Y os 


On pose done: 
2 a2 Mm, —:m, . 
À et p étant les racines de l'équation: 
20 + 24,4 + 44w = 0, 
ce qui tombe en défaut, lorsque ces racines sont égales, c'est-à-dire, pour: 
Zh — 2 


20499 — ©» 


équation invariante des surfaces développables. 
* Si on écrit l'équation (3): 





= eG, 9) + PC) ees 


U 
| 


1.2 


I 
3 4G 9) Jes ite m 
c, étant une fonction homogène de degré p, l'équation devient, par la 
transformation 
I , , , , 
2 = rape + my’, La + my) 


ou 





i=. Ghk In yk thy tk 

2 => nm! n x^y 
+2 

en posant: 


h! ; ; , ) 
i eam (h x k)! [errr,.(1 , À) + Kir! 0 À) Je 


k! ; , 
Fe (h +k)! Contre 0) + Aga 0 loy 


Dans cette forme, 7 et m satisfont a la relation: 


Im(u — À) = 1. 


- 
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On achève de les déterminer en égalant entre eux les coefficients de z^ 
et y^, ce qui donne: 


d'ou: 
1 1 1 1 1 1 


l = as ast (a = A) 


aan”, 


vigi 
) 


ce qui tombe en défaut dans le cas où l'une des quantités a,, et a,, est 


03 
nulle, c'est-à-dire lorsque les équations: 


2 
Zoo d 24," + 3,4 =O, 


2 3 
COL Seah oe 2, — 0; 


ont une racine commune. C’est le cas des surfaces réglées. 
Sauf dans ces deux cas d'exception, l'équation se met donc sous la 
forme: 


1 1 














RENNES 3 1 1 1 1 
Gi Go dos T +.Y I STE : NET À 
ig: = i + 8 6 33 5 Mos ao. An L'Y + Ro Los Ayo LY 
(gp — à) 2(u — Ay 
4 
) k—h h—k 
PHP à 
30 03 Ak hu 
um mE RL RL” S° 


2 


nte—a (pu — A) 


4. | ap +yq zr |. La transformation 








T — or, y = oy, 2 72, 
permet, en prenant: 
=e 
2 Gi: 3 dis As 
TO = I, CO rl 
LA = 
(p — 2} 


5 ST a + y 
d'amener les coefficients de xy et ———— 


6 à étre égaux à l'unité, les cas 
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d'exception étant encore ceux qui viennent d'étre signalés. De là la forme 
réduite: 





2 e+? ty a Duk 
Dray ET 6 ==: Ty + Tu gy? is > aij = 92,9) 
h+k=4 
avec 
at ,Q 3n 
Gy — Gu os * e * Oye 
5 zp zq |. L'équation de la surface 
2 — g(r , y) 


devient, par la transformation infinitésimale précédente: 


2 = g(r,y) — DE: — ges | ot 


ou f et g sont des constantes arbitraires; ou, aux termes du second ordre 
en ot, prés: 


= g(r, y)— g(a,3 (ree + 9 =) at, 
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ce qui donne, pour les coefficients Ay), 0,5, ... la transformation infini- 
tésimale: 

da,, + 2g dt L9» óa,, + 2föt - = 0, 

da,, + 4908 == (9. da,, + Af 0t = (Bn 


da,, + (af + 6ga,,)ôt = o, da,, + (49 + 6fa,,) dt = o, 
0; E 6 (fa, JJ ga, 4) at RO 


Elle correspond aux transformations finies: 


Ay, = d$ — 29’, Gig = Ay — 2f', 
, , , 

Ugg = Up — 49 , Ay = Ay — Af, 
, 


dg, = Ay, — 6g' a4, — 4f’ + 69", Qj, = U3 — Of’ a. — 49’ + 6f"*, 
yg — dg — 6 (f' ay, = I 033) + 12f 9'. 


oo 
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En prenant 


on met l'équation de la surface sous la forme: 





a paf ARE E 
(6) PUE he mil 


hik=4 


ou les coefficients A constituent les invariants de la surface par rapport 
au groupe des transformations linéaires, les premiers coefficients ayant en 
particulier les valeurs suivantes: 


Ay = Ay — 205, Ay = Gy — 203; 


à 
Ası = a4 — 705, — 203, Au — d — 


6°. [rU — 2 yU — zp u. Enfin, la transformation infinitési- 


male projective la plus générale qui n'altére pas la forme réduite (6): 


2 — dr, y) 


est indépendante des coefficients A. Elle forme donc un groupe et a 
pour expression: 


ox = [r(lr + my + nz) -— mz] ot, oy = [y(lx + my + nz) — lz] öt, 
dz = 2(lx + my + nz)dt, 


où /,m,n sont des coefficients arbitraires. Elle transforme la surface (6) 
en la suivante: 


ed ad 
2 — 0g — dla, y) — 5, OF n oy, 


ou, aux termes pres du second ordre en df: 


h h h IN 
z= (x,y) + ot} (lo + my + ng)($ — o — y=) + ¢ (m= + i). 
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La transformation infinitésimale des À qui en résulte est: 
04,, + 4lot — o, 0A,, + 4m ot = o, 
dA,, — 2m 0t = 0, 0A, — 2lö — o, 
04,, + 4n 0t = o, 
ce qui correspond à la transformation finie: 
io = Ag — 4, o = Ay — 4m, 
4; = As, + 2m’, Aj = A, + 2}, 
22 == Ay, — 4n’. 


En prenant: 








13 , 
i 
De ? 


l'équation de la surface se met sous la forme: 
I I a 
() ea Ge +0) + 7 (anh + do) + À pme 
HE ROUE 


ou les A constituent les invariants de la surface par rapport au groupe 
projectif général En particulier, on a deux invariants du 4"* ordre, qui 
ont pour expressions: 


c 2 
In = An + 2433 = Go + 20,3 — 604; — 303; 


4 . 5 ; 
TEN 2 
= oz 430 (au Gos 049 4 205; 0303 —= 625, os An — 330 CHE 
2 
ou = Ay + 2Ası = Gy + 204 — 643 — 305 
c BS 
M HAT ^ 
= so Sos (an Go Los + 2 Los Azı — Og Ayo 03 — 303 Gaile 


3. On peut donner de ces deux invariants, l'interprétation suivante. 
Comparons la surface proposée à une surface anharmonique: 


ed ad coe aa QAM A 0) 


où les P sont des fonctions linéaires indépendantes de x ,y, 2. Une telle 
surface, par une transformation projective convenable, peut se mettre sous 


la forme: 
8 x. 
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Elle dépend de 15 constantes arbitraires, et admet un groupe à deux 
paramètres de transformations projectives 


vp + azr, yq + ber 


de sorte qu'elle admet deux invariants, lesquels sont précisément les con- 

stantes a et b. Effectivement, déterminons pour cette surface z = xy’, 

les valeurs, en un point quelconque x et y, des deux invariants 4,, et 4,4. 
Ici, on a: 


z,— a(à—1)...(a—i + 1)0(b— 1) ... (b — j + 1)o y, 
de sorte que z, est de degré a — i en x, b — j en y. L'équation en u est: 


a Dae 2ab a b(b — D, = 


x Ty y 
de sorte que À et w sont de degré — 1^en x et +1 en y. L'expression: 


do = Q1, A) = 2p + P£5 aA + --- 


est de degré a — p en x et b en y; et, pour une raison analogue, 4,, est 
de degré a — h — k en x et b en y. Il en résulte que A, et A,, sont 
de degré zéro en x et y, c'est-à-dire, qu'ils dépendent bien de a et b 
seulement. 

Ceci montre qu'en tout point d'une surface quelconque S, il est en 
général possible de trouver une surface anharmonique X (plus précisement, 
un nombre limité de telles surfaces), qui soit osculatrice avec S, jusqu'aux 
éléments du 4"* ordre. Les valeurs des deux invariants de S en ce point 
s'expriment en fonction des deux invariants de cette surface anharmonique X. 

On a laissé de cóté, dans cette analyse, deux classes de surfaces, les 
surfaces développables et les surfaces réglées. Les invariants des premières 
se raménent à ceux des courbes gauches et ont été complètement déter- 
minés par HALPHEX.' 








1 


Sur les invariants différentiels des courbes gauches, Journal de l'école poly- 
technique, 47° cahier. 
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CHAPITRE III. 
Equation y' — a,y^ — a,y?^ + by — b,. 
1. L'équation 
(1) COLES re ata yt Bye, 


où 4,,4,,b,,b, sont des fonctions de x et y, a la propriété de conserver 
la méme forme par une transformation ponctuelle quelconque. En parti- 
culier, si on considère z comme fonction de y, elle se transforme en: 


z"-—bax—bx-acr-—a, 


ce qui revient à substituer les @ aux b, et inversement, en méme temps 
que lon change x en y et inversement. 
La transformation infinitésimale effectuée sur x et y, est ici: 


a] 


2) 0% = — Edt, oy = — pi, 


où $ et 7 sont des fonctions arbitraires de x et y. Elle donne: 








oy’ ?7 [95 “27 (398 
LS = = 1 EE Ve 
(3) x DT, (= oy) bu ess 
oy" 9*7» ; (= 22) (= =) 
= — — y (— — 2 — (| — 2-— 
ot 92° Ty oa? 9r9y I ay* er9y 
,39 € "n 9 27 | ,9& 
= 1, DZ = 3y — 
+ y sty (ls a ava) 


La transformation infinitésimale des coefficients a et b est alors donnée 
par l'identité: 


9*7 d 9*7 [97 are 9°£ 
N) eau 
E H i? " 

















02° OT 0y oy? 9r9y oy” 
- 0€ ?7 & 
13 "2 , > /] POS 
AU — aq. ba l — 3y' — 
+ ( oJ 19 als 1J A 2x Oy 3E 34 a) 
12 , en Ü 9c on 19 06 | 
— (34, 1, —— 24, 1 b nn — — = 
(3 o4 14 Ei: 1) | ex E oy Bis oy 
Oa, 43 zt 04, 9 db, eon Ob, — d 
x x AT , 
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ce qui donne: 




















oo o «(2 —)—« is 
e M MM M c 
muc ees silo 
re eer pr 


z 
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Le calcul des accroissements des dérivées c, et c, d'une fonction c 
Gx e, € 


de x et y se fait à l’aide des formules: 









































. 00: d dg 95 Mm d0y d do 0Ë 97 
UY NUS Drs NET | ^ e n 7» 
ot da ot + et fr! ot dy ot Hp, roy 
Pour les éléments du 1i* ordre, on obtient ainsi: 
Odo, _ 96 a dao, — OE 
Ok 2x coy i eed CPE TOR EE 
Ob. —— 9 a Obox — 9*5 a 
di. oeztoy- 5^ 7? Oho Oe PRECES 
Odi, 9% C dai, — 97 9° 
aeg ER er a ee N SEAN 
et cay ou 01 ot 91 929 y 
BERNER EN EN 
ót —— ax*ay ae aieo ou? CCS Senn 
On est conduit à poser: 
Oy = dy ar 205, 3% = Aix an 2b;,, 


p — bi. =F 20, 38 x b,, ar 20,, 


et à substituer aux dérivées de a, et b,, les quantités «, a, , f, f, et 


leurs dérivées, pour lesquelles on a: 








da, 9 du 9^2 
oies ? ot rer ee 
p, t mM d 

ot 90° ? ot exoy ^ 
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Il suffit méme, pour avoir tous les éléments d'ordre supérieur, de con- 
sidérer seulement les dérivées de a, et a, par rapport à y seulement, 
celles de 5, et 3, par rapport à x seulement, en considérant simultané- 
ment toutes les dérivées des autres éléments du premier ordre, a, , /,, , a, ß- 
Ceci montre que, dans tout invariant, les dérivées d'ordre supérieur 
figurent seulement sous la forme des dérivées d'une des deux expressions: 
pu E 
a 3 0æ0y 3 Oy 


070, 2.5030. 
+ “LR 
OY 3 Ox dy 





I 9*2, 
3 07° 





m — Do, ES 4, = == 


et on pourra, à partir du 3"* ordre, considérer seulement les dérivées de 
4,, par rapport à y, celles de 5, par rapport à x, et introduire / et 
m et leurs dérivées. 








On a: 
öl ones Os C x DR 60:7 0° 
_— «(2 ESS — a Lu — 5 E, + : ^ 3 =: 
ot 9N oxy Ou 9291 ox Oy 3 1929, 3 l9v9y 
hb rem b Chis 2 100 
dcs GER 2 123721)! PLI. 
Oy 3 0x07y 3 0x0 
€ ks arg CES 
— a rg — b, — — D — +... 
9% 92^9y ! 9zQy* ? Oy 


d'où il résulte que, dans tout invariant, les quantités 7 et m ne figurent 
que par les combinaisons: 


h — 1 + af —UB + 5a, + day; 
k = m + ba, — bia + ab, + aV, 


expressions que l'on peut maintenant substituer à / et m. 
Le calcul complet des accroissements de h et % donne: 

bj E iS 
oh oc on dE 
E 


ot 


Ok A (2 im =) Au 97 


2 t= 
ot y 2x 9x’ 


(4) 





résultat remarquable, en ce sens que les dérivées du second ordre de & 
et z n'y figurent pas. 
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On pourrait achever la détermination des invariants, en prolongeant 
la transformation infinitésimale (4) aux dérivées de h et k; puis, en 
ajoutant à chacune de ces dérivées des fonctions linéaires de a,,, Do, , Gy, 
5,2, B,,% et f, on peut faire disparaître, dans l'expression de leurs 
transformations infinitésimales, les dérivées du 3"* ordre de & et y. Le 
calcul est rendu pratiquement facile, eu égard à notre remarque (3"" 
partie, ch. D, sur lintégration progressive des systémes complets. 

On obtient ainsi 6 invariants du 4"* ordre, et, en général, 2(n— r) 
du n°" ordre, lesquels peuvent étre exprimés en fonctions linéaires des 
2(n — 1) dérivées du (n — 2)""* ordre de h et X. 

Nous suivrons une autre marche. Il résulte des équations (4), qu'il 
y a une équation différentielle du 1* ordre, invariablement attachée a 
la proposée, car, si l'on combine avec (4) les formules: 





on trouve l'équation invariante: 
(5) hdy — kdx = o. 


Il en résulte que lon peut, par une transformation du groupe, 
annuler /; il suffit de prendre pour nouvelle variable indépendante, une 
fonction x, de x et y satisfaisant a: 

Ox, ‚9x, 


= 6 
en laissant y fixe: cela, sous la seule condition que x, ne se réduise pas 
à une simple fonction de y, c'est-à-dire, que l'on n'ait pas: 

k — 0. 


Dans ce cas, il suffit d'intervertir x et y, pour réaliser immédiatement 
la condition h = o. 
Ce calcul tomberait en défaut, dans le cas où on aurait simultanément: 


(7) h = O, k —= E 


On a ainsi un systeme invariant d'équations; lorsqu'il est satisfait, nos 
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calculs précédents montrent que l'équation (1) n'admet pas d’invariants. 
Il en est ainsi, en particulier, pour l'équation 


> ” 


de sorte que le systeme (7) exprime les conditions nécessaires et suffi- 
santes pour que l'équation (1) puisse se ramener par une transformation 
ponctuelle à l'équation précédente. On sait comment, dans ce cas, M. Lip 
a ramené l'intégration de cette équation (1), à celle d'une équation li- 
néaire du 3"* ordre.' 
Quant à la transformation générale (2) qui laisse invariante l'équa- 

tion h = o, elle est définie, d'après (4), par: 

9€ 

xn 
Elle est bien indépendante des nouveaux coefficients de l'équation, et 


engendre un groupe, savoir: 
(8) v, = X(x) yy, = Y(v,y) 


ou, avec les transformations infinitésimales: 
* = 
^ 


(8^) dx = — E(x) dt, dy = —7(x, y)at 
ou X et £ sont des fonctions arbitraires de x seulement, Y et 7 des 
fonctions arbitraires de x et y. : 

L'équation (1) étant mise sous une nouvelle forme pour laquelle on 


a h=o, tout revient maintenant à calculer les invariants de ses coeffi- 
cients par rapport au groupe (8) ou (87, lequel donne: 

















da, 97 db, 97 on , 9^» 
——4012——4£)J, — |) zT) — D — " 
Ot q: oy é') ot Al S à 19% + 9x” 
9 : 
da, y 89 907 , 9 ob, - 97 à. 9^» 
= — 34 a = b,é’ — 2a, — — 2 : 
ot 2 05% 19y a dy?” ot ns UT pie 929y 








' Lin, Archives norvégiennes, 1883, Classification und Integration von ge- 
wühnlichen Differentialgleichungen zwischen «x,y, die eine Gruppe von Transformationen 


gestatten, III. 
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On rencontre une première équation invariante, d'ordre zéro: 


et tout revient, dans le cas où elle est satisfaite, à étudier la transforma- 
tion (9) par rapport aux trois fonctions a,,6,,6,. Nous laisserons de 
côté ce cas particulier pour ne nous attacher qu'au cas général. 

En prolongeant la transformation (9) au premier ordre, on fait ap- 
paraître les dérivées du 3"* ordre de & et z, d’où il résulte que, dans 
un invariant du 1* ordre, les dérivées du premier ordre figurent seule- 


ment sous l'une des formes a,,, a, et: 


oy 


— ; (Ow + 2a,,) 


pour lesquelles on a: 








Oo, ( on À 2 7 
EE OR A mE DE 

ot oy V ay ae oy?" 
Otto; on 97 ( on 2 
I, ao + 2 — 

ot 07 Oy Tt, ox aia ox oy Ve 
ag 27 2 4%) 3° 7 

x = — 205 E —)— 2a, —. 

Ot . 0754 +P (: + y 090° 


En combinant ceci avec (9), on est conduit a poser, pour faire disparaitre 
les dérivées du second ordre de & et 7: 








d$, = Uy — 2090, do, = A, + % b,, p == ß är 24, b, 
et on a: 
Joy ; ( 97 PO 297 
< a — _—E 6a;—, 
at Ov 3 y ®) us 9 a 
(10) Odor , d iE a! on 
ot °F 91 99 37? 
Le Te Se LEE) 
97 94; e oy)” 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 16 octobre 1893. 11 


82 Ar. Tresse. 


transformations auxquelles j'ajouterai, pour avoir les paramètres différen- 
tiels, les suivantes, où ¢ est supposé être un invariant: ; 


Öp EE m 97 óp, __ 97 
a fs nb Pro ob Pay" 








En rapprochant ceci de la premicre équation (9), on trouve un invariant 
du. premier ordre: 


, , 13 
EIER (7 Se AL EE m) 
2.2 32 1 
; oy 3 j 3% 544% 
( ao. Ste 
\ 12a? 


et deux paramètres differentiels: 


a 


pr SES Be Ns cy 
A.c An (e. oa Py) 1€ » 12 


/ TES 

12 i , Goy \2 
(sc = ox — — 
ESI : 12a? 








Pour le second ordre, on rencontre, en prolongeant la transformation 
(9), les 6 dérivées du 4"* ordre de & et y, lesquelles donnent 6 équa- 
tions distinctes, de sorte que les 9 dérivées du second ordre de a,, 0,, b, 
figurent dans tout invariant par 3 de leurs combinaisons. Nous prendrons 
pour ces combinaisons, A,b, A,B, qui sont des invariants et %, qui 
donne: | 


(11) z = (E a ae). 


Oy 


Quant aux dérivées de a,, il suffit d'en considérer deux seulement, en 
vertu de la relation h = o. Nous poserons: 


, 
dog — Gy — Q9 — 2A Ay — 24, Ay, 


3 9 
Gy — Ue = Gy, + Ady, + 5, A,; 
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et on a: ' 

> 2 2 

0 , , = ^ 9 7j , 2 9 7 
ae USA a 12a,(a 24 : 
at Oy Oy Gs == o“*ou => AN Oy == 0 4) -- ?er9y 

ó 07 a ar) 

, 
a a; 2 24 
ot Ory 30 oY Oy + a Coy 5 ES Gray E Oy D 
Ceci conduit à poser: 
App = Aye — 34,4, + 3055, 
, , I , 
ory ory 24, Mz == 2 b, o, ; 
et on a: 
j ni. US PE — & | + 21a,a; t+ 3a &" 
at "oy? Oy? 9y > 0 vn 
à Hn 6a I , err 
à des — 3« ds P ats. + Mya 02 5 z Lc 2 toys = 
de sorte qu'il faut introduire l'ex- 


interviennent ici 














Les termes en £" 
pression: 
, ," 
re Moy Coy? 
00777 
qui donne: 
^ , D = 12, 
0 Tr (toy Gy? f doy oy: je ( : 7 Goy \ 97 
au DE = — 6a,a == 
or o 6ai les dem Oxy 6a: Jay + rior a, ) ox 
et cette formule, combinée avec (9), (10) et (11) conduit à deux nouveaux 
invariants du second ordre: 
a, 
C = =) 
al o, \2 
R ae 
et 
I ; 2,06 Aor do ao 
11 Hoy? Oy 0: 
D —— 12 3 ( Ory “ zI "EE — "+ r), 
P as, ji - 6a; a, 445 
y on 
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de sorte qu'il y a 4 invariants du second ordre: 
A.D, ASB, CE D. 


On voit en outre que la transformation infinitésimale (9), prolongée 
au second ordre, conduit en considérant les dérivées des premier, second, 
troisióme et 4"* ordre de € et 7 à des équations qui sont indépendantes. 
Elles restent, a fortiori, indépendantes, lorsqu'on prolonge ensuite la trans- 
formation à l'ordre suivant; les 7 dérivées du 5% ordre de & et z don- 
nent en outre, de par la maniére dont elles figurent dans la transforma- 
tion, des équations indépendantes entre elles et des précédentes; et comme 
il faut ajouter comme nouvelles variables les 12 dérivées du 3"* ordre 
de a,,5,, b,, et les 2 dérivées a5, a, de a), on obtient ainsi 7 in- 
variants du 3"* ordre. Plus généralement pour l'ordre n, on a encore 
pour déterminer les invariants, un systeme complet d'équations indépen- 
dantes, lequel comprend n + 4 équations de plus que le système d'ordre 
n — I, et 3(n + 1) + 2 = 3n + 5 variables de plus; ce qui donne done, 
à partir de 2 = 3, 22 + 1 invariants distincts du #°"° ordre. 

Or, dans les 4 invariants du second ordre, D, A,B, A,B, C figu- 
rent respectivement les expressions «,, £,.f, et k, chacune d'elles en- 
trant dans l'invariant correspondant, sans figurer dans ceux qui le pré- 
cédent. La méme remarque pourra s'appliquer aux invariants du 3"* ordre, 
qu'on en déduira à l'aide des paramètres différentiels, A,D , A,D, 
A;:B,A,,D, A:B, A,C, A,C relativement aux expressions: a, Apzy> 
Pas Bay s Bory hy, k,; et ainsi de suite, de sorte que l'on obtient ainsi pour 
l'ordre », en ne considérant que les dérivées a, et &,,n-1 de a,: 


2-En--n-—1-2mn-F1 


invariants distincts, c'est-à-dire tous les invariants cherchés. 


2. Considérons, par exemple, une équation: 
(12) y" = ay — ay" + by —b, 


dont les coefficients seraient fonctions d'une seule variable, x ou y. 
, . 
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Dans ce cas, si linvariant B n'est pas constant, tous les invariants 
du second ordre s'expriment en fonction de B: 


(13) A,B=f(B), A,B—f(B. C-—f(B, D—f(B) 
et réciproquement, toute équation dont les invariants satisfont à ces rela- 
tions (13) peut se ramener à la forme (12). 

Si D était constant et égal à B,, sans que C et D, C par exemple, 
le soient tous les deux, les équations homologues de (12) sont définies 
par les relations: 


(14) B= B,, D= ¢,(C), A,C — e, (C). A,C = £.(€ : 


Si enfin, B, C et D sont tous les trois constants, et égaux à L,,C,, D, 


les relations: 
(15) p EB GIE; UL Up 


suffisent pour définir les équations homologues de (12). 

téciproquement, je dis qu'une équation (1) dont les invariants satis- 
font à un système de relations ayant l'une des formes (13), (14), (15), 
c’est-a-dire, qui a un invariant distinct au plus, est homologue d'une 
équation de la forme (12) ou les coefficients sont fonctions d'une seule 
variable. 

Regardons, en effet, dans le systeme (13), ou (14), ou (15), a, , 4,5 
b,, b, comme fonctions d'une seule variable x, ou y; on obtient ainsi 
un système de 4 équations différentielles ordinaires au plus par rapport 
à 4 inconnues; et toute solution de ces équations donne des valeurs de 
à, , d, , 0, , b,, fonctions d'une seule variable, qui répondent à la question. 

Voici, comment, dans le cas général, on pourra ramener une pareille 
équation à la forme (12) Ayant annulé la quantité h, à l'aide d'une 
nouvelle variable z,, prenons comme nouvelle fonction y,, linvariant B 
lui-méme: 


PB 


ou encore C ou D, pourvu que l'nvariant choisi ne se réduise pas à 
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une fonction de x, seulement. Cela revient à mettre l'équation (1) sous 


une forme réduite: 
11! 13 72 , 2} 
yy Ay: — Am + Bi B, 
qui ne se conserve que par les transformations du. groupe: 
jr, = — E(m,)0t 
OL, — Gi We a 


Cette transformation donne: 











oA, = — 2 Eat, à b, E 2B, & of, 
qu 10, OB. = (Bie CEE NOL, 
puis 
0A, aA el 
Oo— = — ANNE "0 Q— = — ET 
9x, (SE 9y, out 
ODE Dm 
SSS e S 
oY, oY, 
et admet donc-pour invariants, les expressions: 
; ı 94 9A oB 
A, , BA, — — + 4 B , A). 
EN SO ANT OURS NOTE D ag, 


Ces invariants, calculés avec les variables primitives, æ et y, donnent 
des invariants de l'équation proposée et par suite sont tous des fonctions 
de B, Cest-a-dire de y,. On aura done, en désignant par des Y des 
fonctions de y, seulement, et par des X des fonctions de z, seulement: 


ANT, 
puis: 
A = Pi s 
> ie 
ivre 
I T 
By = =~ (y, oho) 
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Avec les variables x, et y,, l'équation proposée est donc de la forme: 


+ 


" zZ 13 > , 1 7 7 ‘al , : 
y) = HL — Yyy'* + TX EX) — yx 


ou, comme on sait: 


LU 


- I r T , 19 7 , 7 7 
= yn he Vox); x; = EX 


En prenant comme nouvelle variable z, une fonction x, de x, seule- 
ment, on a: 


dx 
Ts = = 
3 dr, : 
€ 
et 
» (Lr + AT 
3 dr, 1 dx: 1 








STE TUN, PARE I NEN "db; 77 dz, a* x. s 
Ly — MEXMC dr, T E x (1 3 } Or Fr is | Ti 


rer. » dx, 
— VE — NL 


Il suffit alors de prendre la fonction x, de x,, telle que l'on ait: 


da, ii 
zs 0 
de, 


d'ou 


02 My = 
x!’ L— T UE = mv? } T = Y. 
2 is 2 Y 2 Ir 12 0 


où les coefficients sont bien fonctions de y, seulement. 
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On voit que la réduction à cette forme se fait à l'aide de deux 
quadratures successives, la première pour déterminer z,, en fonction. de 
x et y, la seconde pour déterminer x, en fonction de *,. 

L'intégration de l'équation proposée s'achéve par l'intégration d'une 
équation différentielle ordinaire du premier ordre, de la forme: 


du 2d 


dx 0 


3 2 
u — Au + Du — A 


0 


ou les coefficients À sont fonctions de x, suivie ensuite d'une nouvelle 


quadrature. 


SUR LA THÉORIE DES CAISSES DE PENSION 


PAR 


L. LINDELÓF 


à HELSINGFORS. 


Lorsqu'on veut se rendre compte de l'état d'une caisse de pension, 
il faut calculer d'un côté la valeur actuelle de ses revenues et de l'autre 
celle de ses dépenses, parmi lesquelles figurent surtout les engagements 
de la caisse soit envers les sociétaires eux-mémes, soit envers leurs fa- 
milles. Ce calcul doit, pour étre complet, embrasser non seulement les 
sociétaires ou membres actuels, mais aussi les membres futurs. Tant 
quil s'agit des membres actuels, le calcul peut s'effectuer par les régles 
ordinaires de la théorie des rentes viagéres, pourvu que les éléments 
statistiques nécessaires soient donnés. Le calcul relatif aux membres 
futurs est ordinairement sujet à plus de difficulté et d'incertitude. Ce- 
pendant il y a un cas où ce calcul peut se faire presque avec la méme 
certitude que pour les membres actuels; c'est celui où le nombre des 
membres actifs (c. à d. de ceux qui ne sont pas encore pensionnés) reste 
constant. Pour ce cas j'ai été conduit, en examinant l'état de quelques 
caisses particulières,’ à employer un procédé, qui me semble trés com- 
mode et en méme temps aussi rigoureux que possible. Ne l'ayant pas 
rencontré ailleurs, jai cru qu'il pourrait mériter d'étre porté à la con- 
naissance de ceux qui s'occupent de telles enquétes. 





* Deux de ces enquêtes ont été publiées sous les titres: Statistisk undersökning af 
stüllningen i Finska Skolstatens Pensionskassa vid 1892 drs ingäng, Melsingfors 1892, et 
Nytt bidrag till belysande af ställningen i Folkskollärarenes à Finland enke- och pupill- 
kassa, Helsingfors 1893. La troisième, qui vient d être terminée, est relative à la caisse 
de pension des marins finlandais. 
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Considérons, pour fixer les idées, une caisse qui doit fournir des 
pensions à un certain groupe d'employés, et admettons que le nombre 
des places ou des emplois qui s'y rapportent, ne varie pas avec le temps. 
Soit 7 l’âge d'un membre, lorsqu'il entre dans le groupe, et w celui auquel 
il en sort pour devenir pensionnaire. Chaque membre qui atteint l’âge 
4 ou qui meurt avant de l'atteindre, sera immédiatement remplacé par 
un nouveau membre de l'âge 7. Cela posé, nous fixons par la pensée 
un certain emploi, occupé actuellement par un membre de l’âge x, et 
nous nous proposons d'abord de calculer la valeur actuelle des pensions 
que la caisse aura à payer à ce membre et à tous ses successeurs dans 
le méme emploi. 

Désignons par C, la valeur actuelle d'une somme 1 payable lorsque 
le membre (x) quitte sa place, soit comme pensionnaire, soit par la mort, 
par p, la valeur actuelle de la pension qui lui est assurée à partir de 
läge x, et par P, celle des pensions que la caisse aura à payer tant à 
cet employé qu'à tous ses successeurs futurs dans le méme emploi; on 
aura évidemment 


(1) PI= pu GP, 


P étant la valeur moyenne de P, pour un nouveau membre au moment 
de son entrée en service. Quant à cette valeur, on pourrait se contenter 
de faire P = P; en supposant 7 constant, mais on arrive à une détermina- 
tion plus rationnelle de P de la manière suivante. - La formule générale 
(1), appliquée à un nouveau membre qui entre à l'âge i, donne 


P,— p, + GP. 


Si l'on connait les àges d'entrée de tous les employés actuels ou d'un 
autre groupe quelconque suffisamment nombreux et qu'on prenne la 
moyenne des deux membres de l'équation précédente relativement à ce 


groupe, on trouve 


NT ES AO 22 


p étant la valeur moyenne de p, et C celle de C,. Il en résulte 
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et en substituant cette valeur dans l'équation (1), 


C 
(3) | P,=P,+ qup 


Dans cette expression de P, le premier terme p, se rapporte au fonction- 
naire actuel (x); le second terme 


(4) d aeri) 


représente la valeur des pensions qui seront payées à ses successeurs. 

Considérons maintenant une place de sociétaire actuellement libre, 
mais qui sera immédiatement remplie. La valeur des pensions relatives 
à une telle place est, d'apres la formule (3), 


ed 1 
(5) Jor a a Ole 





En faisant la somme des expressions (4) et (5) relativement à tous les 
emplois existants, on trouve pour la valeur actuelle totale F des pensions 
des membres futurs la formule 


AC, + m 


(6) a 7 2,9 
ou la somme Æ doit comprendre tous les fonctionnaires actuels et m 
signifie le nombre des charges vacantes. 
Si l'on fait, dans l'expression précédente, 

n NO. + m 
(7) jS A, 
cette quantité A a une signification remarquable. Elle représente évi- 
demment la valeur actuelle d'une somme 1 qui serait servie chaque fois 
qu'un nouveau membre entre dans le groupe des sociétaires, ce qu'on 
pourrait exprimer plus simplement en disant que A représente le nombre 
escompté des entrées. Ce nombre joue un rôle important non seulement 
dans le caleul des pensions, mais aussi dans celui des contributions des 
membres perçues au profit de la caisse. L'expression (6) du capital des 
pensions des membres futurs se réduit par là simplement à 


FA pt 
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La pension assurée à un sociétaire de l’âge x n'étant autre chose 
qu'une rente viagere différée à läge u, sa valeur p, s'obtient par des 
régles connues. Ayant construit une table de ce valeurs, on calcule 
facilement à son aide la moyenne p de la fonction p, pour un membre 
entrant en service. Quant à la fonction C,, elle s'obtient par la formule 


C. zx A, SF iD): (1 Te A): 


ou lon a désigné par 

A, la valeur actuelle d'une somme 1 assurée sur une tête de x ans, 

et par 

D, = l,v* le nombre escompté des vivants (/,) à l’âge x dans la 

table de mortalité des sociétaires, v étant la valeur actuelle 
d'une somme 1 payable au bout d'un an. 

Nous avons admis dans ce qui précéde, que toute place de sociétaire, 
devenue libre, sera immédiatement occupée par un nouveau membre. 
En réalité il n'en est pas ainsi; ordinairement il se passe un certain 
temps entre la sortie d'un membre et l'entrée de son successeur. En dé- 
signant par 7 cet intervalle de temps, supposé constant, et par [m] le 
nombre escompté des m vacances actuelles, chacune d'elles étant con- 
sidérée au moment de sa cessation, l'expression de A deviendra 


v: 3C. + [m] 


A= I— vC 


et l'on aura comme précédemment 


Jusqu'ici il n'a été question que d'une seule catégorie de pension- 
naires. Supposons maintenant qu'il y ait deux classes de pensions diffe- 
rentes, que l’âge d'entrée dans la première classe soit a et dans la seconde 
b (a > b) et qu'on n'entre dans la première classe qu'en passant par la 
seconde. Soit A, le nombre escompté des entrées de nouveaux membres 
dans la classe I et A, celui des entrées dans la classe II. Pour mieux 
distinguer les deux classes, nous désignons l'âge d'un fonctionnaire actuel 


\ 


DAT dz, ou 4 suivant qu'il appartient à la premiere ou à la seconde 
I 


1 
classe, et pareillement par m, et m, les nombres des places actuellement 


À 
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vacantes dans les deux classes. D'après l'équation (7), qui a une applica- 
tion immédiate à l'égard de la classe I, on trouve 





i) EIS 


Quant à la classe II, il faut observer que toute entrée d'un nouveau 
membre dans la premiére classe produit une vacance dans la seconde et 
qu'elle est par conséquent accompagnée de l'entrée d'un nouveau membre 
aussi dans celle-ci. En calculant A, il faut donc considérer les membres 
des deux classes comme formant un seul groupe, auquel on applique la 
forinule (7). On trouve ainsi 


ets Me + Sx, + m, + m, 
2, ee , 


(9) 





la somme Xr, étant relative à tous les membres actuels de la classe I 


et Xr, relative à tous ceux de la classe II. (Il est bien entendu que les 
pensionnaires ne sont pas ici compris parmi les membres de la caisse.) 

Soit maintenant p? la valeur actuelle de la pension assurée à un 
membre de la classe I dont l’âge actuel est x, et jp?' celle de la pension 
assurée à un membre du méme àge de la classe Il. La valeur actuelle 
de toutes les pensions à payer aux membres futurs de la classe I sera 


évidemment 


Pour la classe II cette valeur serait de méme .,p?". si tous les membres 
qui entrent dans cette classe devaient y rester toute leur vie. Mais 
comme. un certain nombre de ceux-là avanceront plus tard (à lage a) à la 
classe I pour remplir les places devenues vacantes dans celle-ci, la-dite 
valeur sera par là diminuée d'une partie correspondante. Chaque fois 
qu'un tel avancement a lieu, un terme y? disparaitra de la somme des 
pensions de la classe II, et le nombre escompté de ces avancements étant 
u 


des pensions qui seront réellement payées aux membres futurs de la classe 


la partie dont il s'agit sera evidemment 4,p?. La valeur escomptée 


Il, se réduit par conséquent à 


Pad pp? Up} 
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Ces valeurs de F, et F, subsistent encore si chaque vacance, au lieu 
d'étre remplie immédiatement, comme nous lavons supposé, doit durer 
un certain temps 7; seulement les expressions de À, et A, doivent en ce 
cas subir certaines modifications, faciles à trouver, mais auxquelles nous 
ne nous arréterons pas ici. 

Si les vacances survenues dans la classe I ne se remplissent pas 
toutes moyennant des avancements de la classe II, mais seulement pour 
une partie a, l’autre partie 1 — a des vacances étant remplie par des 
personnes jusque-là étrangères à la caisse, l'expression (9) de A, doit étre 
remplacée par celle-ci: 


NC. + m, + a(2C,, + m,) 
2 Tu C, 





et la valeur de F, deviendra 


F, = A,p — ape; 


tandis que les expressions de 4, 


Considérons encore le cas où il v a trois classes de pension diffé- 


et de F, resteront inaltérées. 


rentes, et supposons que la première classe soit reerutée uniquement 
parmi les membres de la seconde et celle-ci uniquement parmi les membres 
de la troisieme. En distinguant par les indices 1, 2,3 les valeurs de 
æ,m, A et P relatives à ces différentes classes et désignant respectivement 
par a,b,c (a2 b 2 c) l'âge d'entrée dans chacune d'elles, on trouvera, 
par un raisonnement analogue à celui qui précéde, 


(Hod Adele m. 


N L—C, 


2C,, + ONU. + m, + m, 


Mia I Tic 





3 


2C,, + 2, + 2C,, + mi +m, + m, 
"- I — C. 





Si l'on introduit encore les notations 9, p?' , p? pour désigner la valeur 


actuelle de la pension assurée à un membre de x ans, suivant qu'il 
appartient à la classe I, II ou III, la somme des valeurs escomptées des 
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pensions que la caisse aura à payer aux membres futurs dans chacune 
de ces classes, sera respectivement 


uo 1) 
ET 
(2) 


F, = Ap? — A, p, 


4) 


F, = 1,2 


— A, pi 

Les exemples qui précédent, doivent suffire pour faire comprendre 
la nature et la portée de notre méthode. Nous n'avons parlé que des 
pensions dont jouissent les membres eux-mêmes à partir d'un certain age. 
Mais il est évident que la méthode se préte tout aussi bien au calcul 
des pensions qui peuvent étre assurées à leurs veuves et orphélins, ainsi 
qu'à celui des cotisations annuelles des membres, comme nous l'avons 
prouvé en détail dans les enquétes déjà citées. 

Il est à remarquer que notre méthode ne suppose pas la connaissance 
du nombre réel des pensionnaires à une époque quelconque de l'avenir 
et que nous avons ainsi pu éviter les calculs assez prolixes par lesquels 
on a essayé d'évaluer approximativement ce nombre.’ Tout ce que nous 
présumons, c'est que le nombre des sociétaires actifs ou plutót celui de 
leurs places reste constant. 

C'est du reste le seul cas dans lequel le probléme admette une so- 
lution tant soit peu exacte. Sans doute le nombre des emplois qui in- 
téressent une caisse de pension, peut varier avec le temps, ces établisse- 
ments ayant souvent une tendance à élargir leurs spheres d'activité, mais 
les variations de ce genre ont un caractére trop fortuit pour qu'on puisse 
en tenir compte autrement que par une estimation toujours trés incertaine. 





' Voir à ce sujet la communication intéressante de G. ENESTRÖM, portant le titre: 
Härledning af en allmän formel för antalet pensionürer, som vid en godtycklig tidpunkt 
fürefinnes inom en slulen pensionskassa, insérée dans Ofversigt af K. Svenska Ve- 
tenskaps-Akademiens Fórhandlingar, Stockholm 1893. 
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SUR LES SÉRIES ENTIÈRES CONVERGENTES OU DIVERGENTES 
ET LES FRACTIONS CONTINUES RATIONNELLES 


PAR 


HENRI PADÉ' 


à LYON. 


(1). Les Géométres du siècle dernier n'apportaient pas autant de 
soins que nous le faisons aujourd'hui à n'employer, dans le calcul, que des 
séries convergentes; certain grand traité de calcul différentiel et intégral du 
commencement de ce siécle le témoigne encore suffisamment. Ce sont 
surtout Gauss et ABEL qui, suivant une expression que j'emprunte, »ont 
rappelé les Géométres aux convenances de la rigueur et fait cesser ce 
scandale mathématique». 

»Si, par exemple», écrit ABEL au début de son célebre Mémoire sur 
la série du binóme, »on doit multiplier deux séries infinies l'une par 
l'autre, on pose 


(u, +u +w,+.) +0, HR v, +.) m Se, + (uv, + uv) 
. + (2, + wv, + v) +... 
Cette équation est trés juste lorsque les séries #, +4, +..., v, +0, +... 
sont finies. Mais si elles sont infinies, il est d'abord nécessaire qu'elles 


convergent, car une série divergente n'a pas de somme; ensuite la série 
du second membre doit de méme converger.» 





! Voyez Thèse de Doctorat: Sur la représentation approchée d'une fonction par des 
fractions rationnelles.  Gauthier-Villars, 1892. 
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Ce sont la des affirmations que je ne saurais contredire dans le 
cas ou les termes des séries considérées sont des nombres donnés quel- 
conques. Mais il est des séries qui peuvent étre envisagées a un point 
de vue different: ce sont celles ou les termes sont des fonctions d’une 
variable dont la succession obéit à une loi particulière. Si, par exemple, 
on a affaire a des séries entiéres, comme, justement, la série a laquelle 
ABEL consacre son mémoire, il n'est pas impossible de montrer qu'une 
égalité telle que la précédente peut »étre juste», ou, pour parler plus 
clairement, peut acquérir une signification trés légitime, que les séries qui 
y figurent soient convergentes ou divergentes. C’est ce que je voudrais 
montrer ici. 

L'idée fondamentale est donc qu'une série entière met en évidence 
autre chose qu'une suite de quantités ayant chacune une valeur numé- 
rique déterminée pour une valeur donnée de la variable. Elle fait con- 
naitre encore et surtout, car c'est bien là le caractére qui la différentie 
de toute autre série, une suite de polynómes dont chacun se déduit du 
précédent en ajoutant un terme de degré supérieur à ceux des autres termes. 

Il peut arriver que la considération d'une telle suite de polynómes 
suffise, à elle seule, pour conduire à la définition d'une fonction, et cela, 
indépendamment des valeurs numériques qu'ils acquièrent quand on donne 
à la variable une valeur déterminée, en. d'autres termes, indépendamment 
de la convergence ou de la divergence de la série entière dont ils sont 
extraits; la fonction étant tellement définie, toutefois, que, si la série est 
convergente, la fonction soit la somme de la série. 

C'est la maniére d'arriver à cette définition de la fonction qui fait 
l'objet de la premiére section de ce travail. Elle repose sur les résultats 
établis dans le mémoire cité en Note à la page précédente, et sur deux 
faits trés remarquables de convergence signalés par LAGUERRE et HALPHEN. 
Cependant, pour permettre la lecture sans que l'étude préalable du premier 
mémoire ait été faite, je commence par un aperçu synthétique trés som- 
maire des résultats qui sont le plus nécessaires, ce qui, au surplus, rend 
l'enchainement des idées plus clair. 

Une fois la définition de la fonction acquise, les règles élémentaires 
d'addition et de multiplication des séries peuvent être étendues immé- 
diatement à des séries entiéres divergentes; je fais cette extension dans 


une seconde section. 


Sur les séries entières et les fractions continues rationnelles. 90 


Enfin, dans la troisieme et derniere section, je discute brievement 
certains des résultats sur lesquels repose la méthode, et, plus particuliere- 
ment, la notion fondamentale de fraction continue simple. 

Ce travail a été résumé dans une courte Note présentée à l'Académie 
des Sciences de Paris, le 27 mars 1893. 





[: 


(2. Designons par y la série entière convergente ou divergente 
zo S e 
SEIS IS d 


dans laquelle nous supposons s, différent de zéro. 

Soient p,q deux nombres égaux ou inégaux, pris dans la suite 
O,I,2,3,.... A ces deux nombres correspond une fraction rationnelle 
= dans laquelle U est de degré au plus égal a p, V de degré au plus 
égal à q, et qui jouit de la propriété suivante: son développement suivant 
les puissances croissantes de x coincide avec la série y jusqu'à un terme 
de rang plus élevé que cela n'aurait lieu avec toute autre fraction ration- 


nelle dont les degrés des termes ne dépasseraient pas non plus respec- 
T 


y? 
rationnelle approchée de y correspondant au couple (p, q). 
Les fractions rationnelles approchées de y forment une suite illimitée 


tivement p et g. Cette fraction speciale nous la nommerons la fraction 


à double entrée; nous pouvons les imaginer écrites dans les cases d'un 
tableau à double entrée (7), les files verticales correspondant aux valeurs 
O,1,2,... de p, et les files horizontales à ces mêmes valeurs de q. 

Si la fraction approchée qui correspond au couple (p,q) ne figure 
qu'une seule fois dans le tableau (7), les degrés de ses termes sont pré- 
cisément égaux à p et g, et son développement suivant les puissances 
de x coincide avec la série y jusqu'au terme, exclusivement, de degré 
p + q + 1, terme qui figure nécessairement dans la série. Nous dirons 
alors que la fraction approchée est une fraction normale, 
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Dans ce qui suit, pour simplifier, nous considérons seulement le cas 


où le tableau (T) ne renferme que des fractions normales. 
U' 


» : lee BIENEN : 
Nous dirons de deux fractions approchées pop» qui correspondent 
aux couples (p,q), (p', 7’), qu'elles sont également avancées dans le tableau, 


: ; “ar; ; : U : ; 
si p + q est égal à p' + q'; la fraction y sera dite plus avancée que la 


fraction = si p+g est supérieur a 9 + 4. Enfin, deux fractions 
approchées seront dites contigués, si les cases où elles figurent ont un côté 
ou un sommet commun. 
Extrayons du tableau (7 une suite linéaire de fractions satisfaisant 
aux conditions suivantes: 
1°. La première fraction sera une fraction du bord. du tableau; 
2?. Deux fractions consécutives quelconques seront contigués; 
3°. Chaque fraction sera plus avancée dans le tableau que celle 
qui la précède. 
Les fractions d'une telle suite sont les réduites successives d'une fraction 
continue, dont les numérateurs partiels sont tous des monómes entiers en c 
dont le degré et le coefficient sont différents de zéro, et les dénominateurs 
partiels des polynómes dont le terme constant est différent de zéro; à la 
condition, toutefois, d'adopter, si la premiére fraction de la suite appartient 
au bord supérieur du tableau, une fraction continue de la forme 


a, 


a, + 





(I a, + 





a, 


ou a, est un polynôme, et, si la premiere fraction de la suite appartient 
au bord latéral du tableau, une fraction continue de la forme 


(II) Iu 





a, étant une constante. Une fraction continue de cette nature, qu'elle 
appartienne à l'une ou à l'autre forme, est dite une fraction continue simple. 

teeiproquement, si les réduites d'une fraction continue simple appar- 
tiennent toutes au tableau (7), elles forment une suite de fractions qui 
satisfait aux trois conditions énoncées précédemment, 
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(3). Les fractions de la première file horizontale du tableau satisfont 
à ces conditions; elles ne sont autres que les polynómes obtenus en li- 
mitant la série y à ses termes successifs La fraction continue simple 
correspondante, qui est de la forme (II), s'obtient immédiatement au 
moyen des équations 


a JY ^ n+1\ _ © n+l > n2 
EREMO) + à, s (S == $5410 ) 77, S + Sn + S242 zi , 
O43 + dy +3 = I, 


ou $S représente le polynôme, de degré n, qui correspond au couple 
(n, 0). Ces équations n'expriment pas autre chose que la loi de forma- 
tion des réduites; elles donnent 





Sn+2 Sn42 
Pan == Te Sr pag = Ss 
Sn+1 Sn+1 


et lon obtient ainsi la fraction continue 


8 +z 
=0 8 Ss 
jp 2g 
8 8 8 
3 
I+-2— : 33 
8 8 8 
: : 
° 1 + +2 — 
8 s 
3 
3 I+-2— 


déjà donnée par EuLer dans son Introduetio, 


(4). De cette fraction continue peut se déduire immédiatement la 
serie y correspondante, et ces deux expressions analytiques semblent 
s'équivaloir entiérement. Cependant, au point de vue de la formation 
du tableau (7), une distinction doit étre faite entre elles: il faut ne voir, 
dans la série y, que la fraction de rang infiniment grand de la premiere 
file horizontale du tableau, tandis que la fraction continue doit étre re- 
gardée comme faisant connaitre, par ses réduites successives, la suite 
complète des fractions de cette premiere file. Et, en effet, c'est la gé- 
néralisation de cette deuxième maniere de concevoir la définition du 
tableau (T) qui nous amène à cette proposition fondamentale: Le tableau 
(T) est défini par l'une quelconque de ses fractions continues simples. 
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La démonstration repose sur cette remarque que, si l'on connait la 


: . L : : 
fraction 7 qui correspond au couple (p,q), toutes celles qui sont au 


plus aussi avancées se trouvent par là-méme déterminées. 


T! 


de : U Sat 
Soit, en effet, y une fraction, correspondant au couple (p’, q’), au 


J 
y? 
égale à p + q. Les développements, suivant les puissances croissantes de 


plus aussi avancée que en sorte que la somme p + q’ soit au plus 


U U : rae : : 
x, de y et de py coïncident avec la série y respectivement jusqu'aux 


termes, exclusivement, de degrés p+q+1 et p'-J q'-F 1; comme 
P'--q +1 est au plus égal ap + q + 1, on en conclut que les dé- 


T T 


U U e. ra 2 : 
y et de 7 coincident entre eux jusqu'aux termes in- 


clusivement, de degré p’ + g'; donc, si l'on forme le tableau des fractions 


veloppements de 


" 4 U' E 
la fraction — sera la fraction 


3 ; ; U 
rationnelles approchées de la fonction y' y 


de ce tableau qui correspond au couple (p', q). Ainsi, dés que - est 
UM ; 
connue, 77 l'est également. 

On voit alors qu'il suffit qu'une suite illimitée de fractions de plus 
en plus avancées du tableau (T) soit donnée, pour que le tableau tout 
entier se trouve défini. Or, les réduites d'une fraction continue simple 
du tableau constituent une suite de cette nature, et la proposition que 
nous voulions démontrer se trouve établie. 


(5). Dans leurs travaux sur le développement en fractions continues 
des fonctions, LAGUERRE et HALPHEN ! 
trémement remarquables auxquels nous allons avoir recours maintenant. 


ont mis en lumiére deux faits ex- 


LacGUvERRE a établi qu'a une série entière divergente pouvait corres- 
pondre une fraction continue simple convergente; puis HALPHEN a montré, 





LacvERRE: Bulletin de la Société mathématique de France, t. 7, 
1879: Journal de mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. I, 1885. 
HALPHEN: Comptes rendus de |] Académie des sciences, t. 100, 1885; 
Traité des fonctions elliptiques et de leurs applications, t. 2, 1888. 


Sur les séries entières et les fractions continues rationnelles. 103 


qu'inversement, une fraction continue simple pouvait étre divergente, alors 
que la série correspondante était convergente. 

Nous sommes maintenant en état de concevoir ces deux résultats 
particuliers dans ce qu'ils ont de général, et nous dirons simplement: 
parmi les fractions continues simples, en nombre illimité, qui peuvent étre 
déduites d'un tableau de fractions rationnelles approchées, les unes peuvent 
être convergentes, les autres divergentes. 

Supposons alors que l’on ait une fraction continue simple dont toutes 
les réduites appartiennent à un méme tableau de fractions rationnelles 
approchées; ce tableau se trouve par là entierement défini; il lui corres- 
pond une infinité de fractions continues simples; si, parmi elles, il en 
est une qui soit convergente, elle définit une fonction, et le tableau est 
celui des fractions rationnelles approchées de cette fonction. Ainsi, partant 
d'une fraction continue simple convenable, sans rien supposer, toutefois, 
sur sa convergence ou sa divergence, nous parvenons à la définition d'une 
fonction; cette fonction est évidemment la valeur, au sens habituel de ce 
mot, de la fraction continue simple, au cas ou celle-ci est convergente. 

Dans l'hypothése très particulière où la fraction continue simple qui 
sert de point de départ est celle d'EULER, ou, ce qui revient au même, 
si c'est une série entière qui sert à définir le tableau, nous avons cette 
proposition: «ne série entière peut suffire, qu'elle soit convergente ou di- 
vergente, à définir une fonction; et cette définition est alors telle que, lorsque 
la série est convergente, la fonction n'est autre que la somme de la série. 


TH. 


(6). Soient (7) et (T,) deux tableaux de fractions rationnelles 


2 
approchées, que nous supposerons, comme précédemment, uniquement 
composés de fractions normales. 


De ces deux tableaux, nous en déduisons un troisième (T) de la 


facon suivante: désignons par —',- les fractions qui, dans (7j), (T,), 
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correspondent au couple (p,q). Faisons la somme — + yet formons 


: . ree - 2 
la fraction rationnelle approchée y qui pour cette fonction, correspond 


à [ - 
au couple (p,q). La fraction y sera celle que noüs ferons figurer, dans 


le tableau (7), dans la case (p, q). 

Je dis maintenant que, si les tableaux (7) et (T,) définissent chacun 
une fonction, respectivement les fonctions y, et y,, le tableau (T) est un 
tableau de fractions rationnelles approchées, il définit une fonction y, et 
cette fonction est la somme y, + y, des deux premieres. 

Dans ces hypothèses, on a, en effet, 


U 1 LU 
y y hz hen... 
1 


U, N 9 
y, = yi atn e ant uius 
2 





5 : N er ; U 
d'autre part, en raison de la facon méme dont est définie la fraction p 


V E y = ra + fx? tat! + k'axrtar? + FRE 
1 


et on conclut de ces égalités celle-ci: 


U LA aio 
RE ha? FRET CE Rate Ds i 


Si done on forme le tableau qui correspond à la fonction y, + Y,, la 


: I RR 
fraction y sera, dans ce tableau, celle qui figure dans la case (p,q); en 


d'autres termes, le tableau obtenu n'est autre que (T), ce qui démontre 
la proposition. 


(7). Si = et = sont des polynômes, la fraction y est simplement 
1 1 


leur somme. 

Supposons maintenant que les deux tableaux (7) et (7,) aient été 
déduits de deux séries entiéres, convergentes ou divergentes; alors les 
polynómes qui composent la premiére file horizontale du tableau (7) 
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sont ceux que l'on déduit de la série, convergente ou divergente, obtenue 
en ajoutant terme à terme les deux séries données, et lon arrive ainsi 
à ce résultat: Si deux séries entières, convergentes ou divergentes, définissent 
chacune une fonction, la série, convergente ou divergente, obtenue en les 
ajoutant terme à terme, définit elle-même une fonction qui est la somme des 
deux premières. 


(8). Tout ce que nous venons de dire pour l'addition peut évidem- 


ment être répété pour la multiplication; la fraction — du tableau (7), 


[ 
V 
qui correspond au couple (p, 4), est alors la fraction rationnelle approchée 


- U vee : : 
de la fonction ,' X 7 pour le couple (p,q). On arrive à cette con- 


1 2 


clusion: Si deux séries entiéres, convergentes ou divergentes 


ORGS ENT Lun o TRES BLUR SUCUS 


définissent chacune une fonction, la série entière, convergente ou divergente, 
UU + (uy, + uum) + (Qo, + ut, + a,r,) +... 


définit elle-même une fonction qui est le produit des deux premières. ! 


Ui. 


(9). On voit le róle fondamental que prennent, dans les considéra- 
tions qui précèdent, les résultats obtenus par LacvrnnE et Harrurw; ils 
constituent, avec la notion de la multiplicité des fractions continues simples 
pour une méme fonction, le fond: méme de la méthode. 

Déjà, au siècle dernier, LAMBERT avait constaté, par le calcul direct 
d'un certain nombre de réduites, qu'une fraction continue pouvait étre 
 convergente tandis que la série d'ou on l'avait déduite était divergente; 





Ces résultats ont été communiqués à M. J. TANNERY dans une lettre datée de 
Gœttingue, le I" avril 189r. 
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mais c'est là une constatation qui, aprés des exemples comme ceux que 
nous offre la série de SrIRLING, est totalement dénuée de valeur démon- 
strative, et LAGUERRE est le premier qui ait mis le fait en question tout 
à fait hors de doute. 

Jai donné la définition précise de la fraction continue simple et 
établi les modes de génération de celles qui correspondent.à une fonction 
dans le mémoire auquel se rapporte ce travail. 

Auparavant, les Géométres qui Soccupaient de la question du dé- 
veloppement d'une fonction en fractions continues se trouvaient en présence 
tantót de l'une, tantót de l'autre de celles qui correspondent à la fonction 
qu'ils étudiaient; en sorte que, sous cette expression »le développement 
d'une fonetion en fraction continue», on a entendu les choses les plus 
diverses. 

Le plus généralement, ils supposaient la série ordonnée suivant les 
puissances décroissantes de z. En suivant alors, pas à pas, la méthode 
qui est employée pour obtenir le développement en fraction continue 
arithmétique d'un nombre irrationnel, on obtient une fraction continue oü 
tous les numérateurs partiels sont égaux à l'unité et tous les dénomina- 
teurs partiels des polynómes entiers en z. La nature de l'approximation 
donnée par les réduites successives a alors un caractère trés précis qui 
les caractérise complétement, : 

C'est la convergence d'une fraction continue de cette nature que 
LAGUERRE a mise en évidence, alors que la série, ordonnée suivant les 
puissances décroissantes de x, d'où il l'a déduite, est divergente et satisfait, 
au point de vue formel, à une équation différentielle linéaire du premier 
ordre; la fonction vers laquelle converge la fraction continue est une 
intégrale de cette équation. 


X f ] 
Si, dans une telle fraction continue, on remplace x par - et que l'on 
v 


rende, par des multiplications convenahjes, tous les éléments, numérateurs 
et dénominateurs partiels, entiers, on obtient une fraction continue simple. 
Dans le cas le plus général, cette fraction est régulière: tous les numé- 
rateurs partiels sont du second degré, et tous les dénominateurs partiels 
du premier; dans tous les cas, c'est une fraction trés particuliére parmi 
celles qui correspondent à la fonction. 

Ce sont des développements de cette dernière forme régulière que 
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Jaconr avait adoptés pour la fonction /P(x), P(x) représentant un po- 
lynóme du quatriéme degré, alors qu'il en a fait connaitre, sans démon- 
stration, les expressions générales des réduites en termes elliptiques. Mais, 
tandis quil y a une infinité de tels développements pour la fonction, 
ayant cette forme réguliére ou d'autres encore, il n'en a considéré que 
deux. HALPHEN, entrant dans la voie qui lui était ainsi ouverte, a repris 
également ces deux seuls développements pour démontrer, d'abord les 
propositions de JABoBI, et en déduire, ensuite, avec une sagacité mer- 
veilleuse, les admirables résultats que l'on sait et qui ont été si justement 
appréciés par M. PoixcARÉ dans la notice qu'il a consacrée, dans le 
journal de l'Ecole Polytechnique, a lillustre Géomètre. | Mais n’est-il pas 
permis de croire que cette particularisation ‘excessive des développements 
considérés a pu cacher ‘ce que les résultats obtenus peuvent avoir de 
général, et, par conséquent, la loi, sans doute plus simple, dont ils ne 
sont que. des cas spéciaux. 

C'est une autre forme de fraction continue simple que celle que 
Gauss a fait connaitre pour le quotient de deux séries hypergéométriques; 
elle est également régulière, les numérateurs partiels y sont du premier 
degré, et les dénominateurs partiels sont des constantes. La encore, il y 
a, pour la fonction, un nombre illimité de développements de cette forme, 
tandis que, jusqu'ici; celui de Gauss seul a été considéré. On sait la 
belle tentative faite par RIEMANN pour établir la convergence de cette 
fraction continue. En lisant sa démonstration, on peut remarquer quil 
obtient, pour expression générale.par des séries hypergéométriques de la 
réduite de rang m, deux formes différentes suivant que m est pair ou 
impair; c'est qu'au fond la fraction continue considérée n'est que la 
superposition, pour ainsi dire, de deux fractions continues simples, l'une 
d'elles ayant pour réduites les réduites de rang pair, et l'autre les réduites 
de rang impair, fractions qui pourraient étre obtenues immédiatement 
par la simple application d'une ‘identité de LAGRANGE; mais alors il 
semble bien que la méthode de démonstration de RIEMANN, si tant est 
qu'elle soit tout à fait rigoureuse, s’appliquerait à la démonstration de 
la convergence des autres fractions continues réguliéres relatives à là 
fonction considérée. 

Le développement d'Eurxm, enfin, est un troisième type de développe- 
ment encore considere autrefois. ll est également régulier; les numérateurs 
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et les dénominateurs partiels sont. du premier degré. Comme dans les 
cas précédents, il y a, pour une fonction, une infinité de développements 
de cette forme, et le seul qui ait été considéré jusqu'ici est celui-là 
méme donné par EuLEer, qui a pour réduites les polynómes successifs de 
la série. 

Ces quelques exemples ne suffisent-ils pas déjà à justifier cette asser- 
tion qu'un sens assez vague était attaché à cette expression de développe- 
ment d'une fonction en fraction continue, qu'on entendait par là des 
modes de développements fort différents les uns des autres, sans liens 
apparents entre eux, qu'on n'apercevait pas la multiplicité, pour une méme 
fonction, des fractions continues de chacun de ces modes. 

Les ouvrages classiques traitant de la question accusent, en général, 
au plus haut point, ces défauts. Je ne parle pas de l'étrange confusion 
qui y apparait entre la théorie du développement d'un nombre irrationel 
en fraction continue arithinétique ct celui d'une fonction en fraction con- 
tinue algébrique; le rapprochement que l'on fait toujours entre ces deux 
ordres de faits est tout aussi bizarre que le serait l'idée que la théorie 
des séries entières doit toujours ct nécessairement être précédée de la 
théorie des fractions décimales. Mais on peut constater que les auteurs 
négligent de faire savoir ce qu'ils entendent par le développement d'une 
fonction en fraction continue, ou que, s'ils font connaitre une définition, 
ils choisissent un mode particulier de développement dans lequel ne ren- 
trent pas ensuite tous leurs exemples, ou inéme dont il n'a jamais été 
donné aucun exemple. 

Mais il y a plus Au moins tous les développements que nous 
avons cités jusqu'ici, si divers et si épars soient-ils, avaient ce caractere 
commun que leurs réduites avaient avec la fonction développée certaines 
relations précises d'approximation; mais on a été jusqu'à donner, sous le 
nom de développement en fraction continue d'une fonction, des expres- 
sions qui n'ont plus avec celle-ci aucun rapport, au point de vue de 
lapproximation donnée par les réduites. 

Je puis par exemple, égaler une fonction à une fraction continue 
limitée dans laquelle je me donne arbitrairement tous les numérateurs 
partiels et tous les dénominateurs partiels sauf le dernier, et regarder 
cette égalité comme une équation d'ou je déduis ce dernier dénominateur. 
Si, maintenant, je développe celui-ci, n'importe comment, en fraction con- 
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tinue et que je le remplace, dans l'égalité, par ce développement, j'ob- 
tiens une fraction continue à la formation de laquelle a bien contribué 
la fonction; mais il est bien clair que les réduites de cette fraction, au 
moins les premiéres, n'ont plus absolument aucune relation d'aucune 
espéce avec la fonction développée; doit-on dire que l'on a là un dé- 
veloppement en fraction continue de la fonction? 

De méme, il ne suffit pas qu'une fonction satisfasse à une équation 
fonctionnelle linéaire à trois termes, analogue aux relations entre séries 
hypergéométriques contigués, pour que le développement que l'on en 
déduit, par le procédé connu, pour le quotient de deux de ces fonctions, 
ait quelque relation d'approximation avec ce quotient. Il semble qu'on 
lait pu croire, cependant, et qu'on se soit demandé quelles relations les 
réduites d'un développement obtenu ainsi pouvaient avoir avec celles des 
développements d’EuLER et de Gauss, sans qu'on ait pu faire la réponse, 
bien entendu. 


(10). Ce sont toutes ces constatations qui, alors que, guidé par de 
fausses. analogies entre la théorie des fractions continues arithmétiques 
et celle des fractions continues algébriques, je poursuivais un but bien 
différent, m'ont conduit à rechercher des fondements précis d'une théorie 
des fractions continues algébriques. Prenant pour point de départ le 
caractére des réduites d'étre des fractions rationnelles approchées de la 
fonction, j'ai été amené à la définition de la fraction continue simple, 
à la notion de leur multiplicité pour une méme fonction, à l'étude des 
types réguliers, rattachant ainsi à une conception générale et parfaite- 
ment précise tous les exemples divers donnés antérieurement. 

La fraction continue simple est à celles ou les éléments sont simple- 
ment rationnels, ce que la série entiére est à celles ou les termes sont 
aussi simplement rationnels; c'est là une analogie importante pour justifier 
l'introduction de la notion de fraction continue simple, et qui eut peut- 
étre empéché certains doutes de se manifester! si je l'avais plus claire- 
ment mise en évidence. 





"Revue générale des sciences, 3° année, p. 381. M. L. AUTONNE m accorde 
un résultat que je n'ai pas obtenu. Si j'ai tenté de traiter, par ma méthode, la série 
hypergéométrique, ce dont je ne dis pas un mot dans mon mémoire. mes efforts ont 
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Le caractère fondamental d'une série entière consiste en ce que 
chaque nouveau terme ajouté est un monóme entier de degré supérieur 
à tous les précédents, en sorte que l'on obtient des polynómes qui repré- 
sentent avec une approximation de plus en plus grande l'un quelconque 
de ceux qui viennent apres. 

Or, dans une fraction continue simple, ce caractère fondamental se 
retrouve: chaque réduite représente avec une approximation qui croit 
en. méme. temps que le rang l'une quelconque des réduites suivantes; 
et il disparait si lon modifie de quelque façon la définition, comme le 
peuvent montrer les exemples les plus simples. Si donc on veut trouver, 
dans les fractions continues, lanalogue de la série entière, c'est tout au 
moins parmi les fraetions continues simples qu'il faut le chercher. Le 
seul. reproche que l'on pourrait encore adresser à la définition de la 
fraction continue simple, c'est de n'étre pas encore assez restrictive; et, 
en effet, cette définition laisse échapper ce caractére important, sur lequel 
jai insisté précédemment et qui appartient aux séries entières, que ses ré- 
duites soient nécessairement des fractions rationnelles approchées pour une 
réduite de rang plus élevé queleonque; si on se donne, à priori, une fraction 
continue simple, ses réduites ne sont par conséquent pas nécessairement. des 
fractions d'un tableau de fractions rationnelles approchées; elle ne définit 
pas en général un tel tableau, tandis qu'une série entière le définit toujours. 


(r1) Comme une série entière peut être mise sous forme de frac- 
tion continue simple, le théoréme d'ABELz sur la convergence des séries 
entières peut être transporté à cette fraction continue, et l'on est alors 
conduit à rechercher ce que devient ce théoréme quand, au lieu de con- 
sidérer la fraction continue d'EvrEm, on s'adresse à une fraction continue 
simple quelconque. Comme je l'ai montré, on retrouve la notion de 
cercle de convergence, mais modifiée d'une facon essentielle, en ce qu'il 
peut y avoir, à l'intérieur du cercle de convergence, des ensembles spé- 
claux de points, isolés ou formant des lignes ou des champs, pour lesquels 
la fraction diverge, tandis qu'inversement de tels ensembles peuvent se 
présenter à l'extérieur du cercle de convergence pour lesquels la frac- 
tion converge. 








échoué; je n'ai traité, en empruatant l'expression générale de la fraction rationnelle 
approchée à M. HERMITE. que la fonction exponentielle. 
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Ces considérations montrent combien il serait intéressant de reprendre, 
au point de vue général auquel nous pouvons nous placer maintenant 
avec la notion de la multiplicité des fractions continues pour une méme 
fonction, les beaux travaux d'HALPHEN, qui semble bien avoir rencontré 
les premiers exemples de ces ensembles spéciaux de points ou il y aurait 
convergence ou divergence anomales. 


Lyon, le 26 février 1893. 
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ANGENAHERTE DARSTELLUNG 
DER KVADRATWURZEL EINER VERANDERLICHEN 
MITTELST EINFACHER BRUCHE 
VON 


P. TCHEBYCHEW. 


Aus dem Russischen' übersetzt von O. Backlund. 


$ r. Bei der Berechnung von Kvadraturen muss man hàufig, wegen 
Integrationsschwierigkeiten, die (zu integrirenden) Functionen durch an- 
genäherte Ausdrücke ersetzen. Wenn die Integrationsschwierigkeiten von 
einem Radicale zweiten Grades herrühren, so kann man mit grossem Vor- 
theil als angenäherten Ausdruck des Radicales 


v. 


B, Be B, 


Ra GANG a 


die Function 











At; 


anwenden, welche man mittelst des ersten Theoremes erhält, das ich in 
meinem Mémoire: Swr les questions de minima qui se rattachent à la repré- 
sentation approximative des fonctions,” bewiesen habe. Stellt man sich die 
Aufgabe, die Grenzen der relativen Fehler für alle Werthe von x zwischen 





x= 1 und x — h > 1 möglichst eng zu machen, so wird die beste Dar- 
stellung des Radicales 
v: 
x 
durch die Function 
B, B, B, 
GN ig 


' Sanucru liwmep. Axkaxemin Haykp. Bd. 61, St. Petersburg 1889. 
* Mémoires de | Académie Impériale. Tome VII. 1858. 
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diejenige sein, für welche die Verhältnisse 

















(AER puris LONE WE. | 
FRONT OT DE ce m Tan cer 
B B 
ous PRISON does 
v. 
x 
zwischen z — 1 und x = h möglichst wenig sich von 1 entfernen. 


solehe Darstellung des Radicales 


Eine 


können wir mit Hilfe des erwähnten Theoremes finden, indem wir es zur 


Bestimmung der Grüssen 


PRES EN RE N PRSE ng 


n 


anwenden, so dass der Logarithmus der Verhältnisse 

















À + a a +...+ B. 
C +zx C,+2 : C, + 2 
oder 
4 B, he B, M B, 
t needs C; +2 Cy + @ 





möglichst wenig von o abweicht, wenn x von z = 1 bis x = k sich 


ändert. Wenn wir annehmen, dass in dem Intervalle « = 1, x — À die 


Grenzwerthe des letzten Verhältnisses 


I 
1,7; >1 
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sind, so kónnen wir uns init Hülfe des erwähnten Theoremes von der 
Möglichkeit überzeugen, diese Grenzen der Einheit zu nähern, indem die 
2n + 1 Constanten der Function 














Tb 1 B, B, Ba 
= v] 4 ec dre 





in passender Weise bestimmt werden, vorausgesetzt, dass y von 7 = I 
bis z = h weniger als 2» + 2 Mal die Grenzwerthe 


Lys 


erreicht. 
Hieraus folgt, dass die grósste Annäherung der Grenzwerthe 


ly; 


an die Einheit nur bei solchen Werthen von 
AB sus Ut Ps Cr Git 


n? 


stattfindet, für welche die Function 








p B, B, B, i 
(1) wwe hrs 


im Intervalle z = 1, x — h wenigstens 22 + 2 Mal die Grössen 


I 
l, 1 
erreicht ohne sie zu überschreiten. 

Wir werden jetzt zeigen, wie auf Grundlage des angeführten sowohl 
die Grösse / wie die Function y, welche zur Lösung unserer Aufgabe 
führen, gefunden werden kónnen. 
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$ 2. Da die Function y zwischen x = 1, x — h über die Werthe 


! und 1 hinausgeht, wenn sie in diesem Intervalle für irgend einen von 1 





ES dy 
- wird, ohne dass — = o 
l 2 dx 2 


so müssen nach dem oben auseinandergesetzten mindestens 2n + 2 ver- 


und h verschiedenen Werth von x gleich / oder 


schiedene Werthe von x, von z = 1 an bis x = A, gleichzeitig den Glei- 
chungen 
ey) by) o 


und 


y Vs 


d > T 
bes) z(ı — zx)(h — x) = o 
genügen, wo nach (1) die linken Seiten rationelle Brüche darstellen, deren 
gemeinschaftlicher Nenner 


(C, + x)'(C, + 2)... (C, + x)° 


ist und deren Zähler (4% + 2)" Grades sind. Aus der Zusammensetzung 
dieser Gleichungen geht hervor, dass die gemeinschaftlichen Wurzeln, die 
von r-— 1 und æ — h verschieden sind, vielfache Wurzeln sein müssen. 
In Folge dessen können diese Gleichungen für 2n + 2 verschiedene Werthe 
von x nicht gleichzeitig stattfinden, ohne 4» + 2 gemeinschaftliche Wurzeln, 
gleiche oder verschiedene, zu besitzen. Diess setzt aber ihre Identität vor- 
aus, da sie nach dem eben auseinandergesetzten vom 4n + 2*" Grade sind. 
Identisch kónnen diese Gleichungen sein, nur wenn 


‘dy 


(1? — y*)(1 — Py?) = (à) " — x\(h — x), 


wo C eine Constante bedeutet. Hieraus geht dann die folgende Differen- 
tialgleichung hervor: 


du da 


2) C e oe 
( ) \ OS Lam y*Xt 2 Ly?) 








ve(t —z)(h — z) 


Unter den verschiedenen Functionen y, welche dieser Gleichung für 
irgend welche Constanten / und C genügen, ist es nicht schwer diejenige 
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zu unterscheiden, welche zur Lósung unserer Aufgabe führt. Zu dem 
Zwecke bemerken wir, dass laut (1) 


dy 
de — 
zu einer Gleichung 24" Grades führt; von r=o bis r— oo kann daher 
: : dy : 
die Ableitung — nur 2% Mal Null werden. Da sie aber nach dem an- 
9 dz 
geführten im Intervalle 


wenigstens 2» Mal Null wird, so kann sie in den Intervallen 


00, ER: 


und 
APS fle DIN 


kein einziges Mal Null werden; und sie muss zwischen 
= We = 


genau 2% Mal Null werden. Aus der Gleichung (2) erhält man demnach 
zwischen den Integralen 

















1 h 
5 da x da 
velı — æ)(h — 2) Væ(x — ı)(h — x) 4 
0 1 
1 
1 p 
i dy | dy 
| ve — y — Py?) J Ve — — ey?) 
0 i 


die folgenden Verhältnisse: 




















| dy | D e de a, 
p) B EG. ED) 
(3) 0 - VA (2n i rj? : 
; 1 il daz 
a SS 
( [ule — 1\(h —: 
j vr — i^ — Py?) : \ x ( 1)(h r) 


2 
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$ 3. Auf Grund dieser Gleichung kann man die Grosse / mittelst 


des Verhàltnisses zwischen den Integralen 


T h 
4 a 








ip dx | dx 
" vz(1 — z)(h — 2) : va (e — I)(h — 2) 


. 
0 1 


leicht ermitteln. 
Von den verschiedenen Formeln, die dazu dienen kónnen, wollen wir 
im vorliegenden Falle die folgende benutzen 








j4n42 12n4-6 \ 8 
ji — Gee opea itasse etd mes) 
(4) PER q I r Gas + gimus + Rei 
i=+o SB 
>> qu'en +DiQi+1) \ 
— 2n +1 i=—o 
= I — 16q EXT n 
2 gen +DiGi+D 
i-—w 
wo 


1 


dx 
s z(l—r)(h—x) 
0 


h 


ff: dx 
q — € i Vr(r—1)(h—zr) : 


Diese Formel zeigt, wie 7 und j bei wachsendem » sich der Einheit 


rasch nähern, und wie in Folge dessen die relativen Fehler der Formel 


B, 
C, +a 


D, B, 


En turp. dud e 





. » : 1 
welche eine Annäherung des Radicales We darstellt, rasch abnehmen. 
a 
Indem wir durch 6 eine Grósse, die zwischen o und 1 liegt, be- 
; x } I : 
zeichnen, so stellt 2°”! alle Werthe zwischen / und : dar. Hiernach 


finden wir mit Rücksicht auf die erwähnte Beschaffenheit der Function 


119 


Angenüherte Darstellung der Kvadratwurzel einer Veründerlichen 


die folgende Gleichung zur Bestimmung des Werthes des Radicales "un 


Vect ar bist ture 








(5) 
$ 4. Die Gróssen 
A, B,, B,, By, (Gerd Gee AC 


welche in dieser Formel auftreten, kónnen leicht ermittelt werden, und 
zwar mittelst des Integrales der Gleichung (2), das mit Rücksicht auf (3) 
Denn schreiben wir dieses Integral unter der Form 








erhalten wird. 
fe B, B, B, 
ar ve| 4 re + x eee pir Jae ceu 
so finden wir, dass hier die Grössen 
AUT CAEN ERIC, 


AB, 
mit Hülfe von elliptischen Functionen mit dem Modul 


[E = en 


(6) 


und mit Anwendung der bekannten Bezeichnune 


sich durch folgende Formeln dass lassen 





I 
iK ip mes 
Be ad | 























A — - 
TUE + 2 dn ome + 2dn 
2 2n+ I s 2n + I 
2 s 2m K 
B 2n + I 
“= ] 2mK : ae a 2uK 
| JOE FRE +2, | 
E 2m K 
2n +I 
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Bemerken wir, dass 
2mK 
n ——— 
2n + 1 


für m =o in die Einheit übergeht und den Werth nicht ändert, wenn 


m durch — m ersetzt wird, so können wir die Summe 
2K K 2nK 
1 + 2 dn ——— + Sn ne ... + 2 dn—— 
2n + I 2n +I 2n+ 1 


unter der Form 


schreiben, wo angenommen wird, dass die Summe sich iiber alle Werthe 
m=—n, —(n—ı),...,—1,0,1,...,2—1,n 


erstreckt. Demzufolge erhalten wir 


























= i 
2 Vh a = 
n 
À FT iy 2mK ” Bn Len’ 2mK Y 2mK 
VL TETUR SH 2n HI — 2n 4- I 
und 
= 2mK € 
Be DIRES I I 
O.Ex . 2mK ya 2mK .2mK 
2n ti 2n+ I Ziel, x 
, 2mK rg 
sn? ——— 
2n + 1 
A 2m K 
ia pase = awk Vh 
^ 2mK 2m K 2mK 
15 a ä : 
£L Man FEHE Zwei NEU es 
Weil der Ausdruck 
2mK 
dn ——— j 
2n + I V 
sa d 2mK a aaa 2mK a ied 2mK 


— 2n+ 1 2n+ 1 2n+ I 
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für m — o in 





2mK = 
I/h genen 
V h y dn SEE 
übergeht und unverändert bleibt, wenn m das Zeichen ändert, so giebt er, 
indem man über alle die Werthe 


n — (D NH), DOS Lys N— 1,1", 


summirt, die Summe 


/ B, B, B, 
fhe EL IR perdit ARCU: 





Folglich ergiebt sich aus der Gleichung (5) folgende Formel zur Be- 


5 © I é 
stimmung des Radicales ve vorausgesetzt, dass x die Grenzen z = 1, 
az 


z — h nicht überschreitet: 





= 2mK 
VÀ dn —— 
2n +1 
,2mk , 2mk 
- e sn? ——— + } en? ——— 
(7) v: er 2n +I 2n + I 
rper 2mK 5 
Loy d 
— 2n + I 


$ 5. Aus der Gleichung (7) ist es nicht schwer eine Formel ab- 
zuleiten, welche die Grenzwerthe des Integrales 


U 
{3 du 
vi 


giebt, und zwar mit Hilfe von Integralen, welche die Function V ausser- 
halb des Radicalzeichens enthalten. Dazu ist nothwendig, dass die Func- 
tionen U und V für alle Werthe der Veränderlichen w zwischen den Inte- 
grationsgrenzen positiv bleiben. 


Wenn durch 
M,M,<M 


- 


die Grenzen bezeichnet werden, welche die Function V dabei nicht über- 
schreitet, so bleibt 
y - 
M, 
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zwischen den Grenzen 
: M 
CT TR 
M, 
eingeschlossen, oder zwischen den Grenzen 


it gill 


indem 


gesetzt wird. Hieraus geht hervor, dass für alle Werthe von w, über 


welche das Integral 
Sm 


ausgedehnt wird, die Gleichung (7) für 


anwendbar ist, wenn 





Führen wir also diese Ausdrücke für x und A in (7) ein, so ergiebt 














sich 
VM, M dn > 
2mK | , 2mK 
ND Tin 1 E ut 
Vds EEE LL EA 
V wy dn 2m 


— 2n+ 1 


oder nach Theilung durch /M,: 
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Da der Annahme gemäss die Function U für alle Werthe von w, über 
welche das Integral 




















Ke, u zm M en E = 
(8) | — du — = SER uch), 
ONE 20%" dns. 
— 2n +I 
Weil 
M 
h = M, , 
so wird mit Rücksicht auf (6) 
(9) M, = M(1— k’). 
Dies ist eine Relation zwischen 
MM 


— den Grenzwerthen, die die Function V bei der Integration nicht über- 
schreiten darf — und dem Modul 


k, 


der zur Bildung der Formel (8) und der Gleichung (4) dient. 
Indem wir der Kürze halber 











2mK 
sn 
2n + 1 
durch 
Sn 
bezeichnen, erhalten wir 
2m — 1 2m K LEE 
be Dp equ M OH E Mie 





amis CO T E us | UE 
Y dnt I d2y1— Ps --2yr—Es +... + 2/1 —ksn. 
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Setzen wir ferner 








(10) Si MEL 2a Et 2 NME e s 
und 

' Le VM yi — Rs 5 Udu 
(1) F(s) pe MD 


so wird die Gleichung (8) 
Am 1 ire E : 
(12) J sae — lt (o) + 2F(s,) + 2F(s,) +... + 2F(s,)]- 
\ 


Weil die Grösse # zwischen o und 1 eingeschlossen ist, so giebt diese 
Gleichung die folgenden beiden Ausdrücke für die Grenzwerthe des 


U 
— du: 
: VV 


IE F(o) + 2F(5) + 27) +... + 2F(s), 


Integrales 


ILES cp ;[F(o) + 2F(s) + 2F(s,) +... + 2F(s,)], 


wo die Grösse / gemäss der Gleichung (4) bestimmt wird, aus der hervor- 
geht, dass /, bei wachsendem », der Einheit sich rasch nähert. 


$ 6. Indem wir jetzt zur Anwendung der abgeleiteten Formeln 
übergehen, beginnen wir mit dem Falle 


U = 1, V = 1 — A’ sin’u 


wo A< 1. Die untere Grenze des Integrales 


fa) 


du 
= ne Eu — 
" |J Vi —2'sin"« 


móge o sein; alsdann wird der grósste Werth der Function 


V = 1 —A’sin’u 
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innerhalb der Integrationsgrenzen 1 sein, und daher kónnen wir in Uber- 
einstimmung mit unserer Annahme über die Bezeichnung setzen 


Ji = I. 


Die Gleichung (9) giebt nun 





Mu x kt. 


wo M, die untere Grenze von 
V = 1 — X sin'u 


bedeutet, für welche die Formel (12) anwendbar ist. Da die Function 
V für die Werthe der Veränderlichen wu, über welche das Integral 


u 
a 


| du 
J Vi — 2 sin? u 
0 
sich erstreckt, über die Grenze M, nicht hinausgehen darf, so muss für 
alle diese Werthe von x 


OU ls 
und folglich 


. —k 
sinu «c. 


Wenn 
ASE 


LE 


so wird diese Bedingung offenbar für jeden reellen Werth von » erfüllt. 


Für den Fall 
acf 


kann also die Formel (12) auf das Integral 


u 
a 


dat 


V1 — 2! sin? « 
0 


angewandt werden, wie gross u auch sein mag. 
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hn. Falle 
Am 


wird dieser Bedingung genügt nur von solchen Werthen von x, die 


EA 
arcsın 7 


Ü 


nicht überschreiten; folglich kénnen dann unsere Formeln auf das Integral 


| du 
J VI — Z^ Sin*« 
ü 


angewandt werden, nur wenn der Bedingung 


= m 
u — are sin | 
genüge geleistet wird. 
Wenn wir in der Formel (11) 
NEL Pine DE 


setzen und o als untere Integrationsgrenze nehmen, so finden wir im vor- 


liegenden Falle 


u 
a 


"Y q— ks? du 
HIS N = m == 
: ^5 (1 — 4° sin*u)s* + 1— s? 








- are tang (/1 — 7?s? tang w). 





Mit Hülfe dieser Function so wie der Grossen 
SS SCREEN 


die durch eine elliptische Function ($ 5) mit dem Modul # bestimmt 
werden, finden wir mit Rücksicht auf (12) eine Gleichung, welche die 
Grenzwerthe des Integrales 


u 
> 


| du 
J Vi — asin? u 


geben, Grenzwerthe, die bei wachsendem » sich einander sehr rasch nähern. 
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§ 7. Bei der speciellen Annahme 


wird 
cem Se 


und die Gleichung (4), durch welche die Grösse / für die verschiedenen 
Werthe von n bestimmt wird, geht in die folgende über: 





B pol 165g 0p ick Us ME ee eNO 
= I + enter + e (en+3)r fe TEX = 


Diese Gleichung giebt für 


resp. 
l* = 0.9993549, 


? — 0.9999988, 


woraus zu ersehen ist, wie die Grenzwerthe des Integrales 


u 

5 du 

ES e a —————ct 
VI — 2 sin*u 


die mit Hilfe der Gleichung (12) erhalten werden, bei wachsendem x 
sich einander rasch nähern. 


t 
0 


Setzen wir nun . 
n = I 
so erhalten wir 
u 
2 da. I Le 
| a LO) EF Fs) 
J Vit—@sintu | 


Für 
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geht die Gleichung, welche S bestimmt, über in 


I 
2 
gi Mey 


und 


wird gleich 0.9002226; daher finden wir 


S = 2-5424052: 


Für kt — v: gestaltet sich also (11) folgendermassen 
2 





V I— i s* are tang (V1 — 2*s? tang u) 
Jia) m - : 





2.9424652 JI — 4*s? 
Setzen wir hier 


S — O0, S = 8, = 0.9002226, 
so bekommen wir 


F(o) = 0.3933195u, 





Bises 0.3033402 are tang (V1 — 0.81040077* tang u) 


Nod 





VI — 0.81040073° 


Diese Ausdrücke, in die Gleichung (12) eingeführt, geben folgende 
Formel zur Bestimmung des Integrales 


| du 
J v1 — ' sin* u 
0 











0.6066804 are tang (/1 — 0.8104007 7? tang 2 


cr 
—|0.3933195% 
p 39331959 + Vr — 0.81040074° 


Für 
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geht die Gleichung (12) im vorliegenden Falle über in 


u 


. d I B B 
D ee p | aut R, arc tang (À, tang w)4- F arc tang {R, tang u) | 


VI — à sin^« 2 








0 
wo 


A = 0.2360679, B, = 0.4188060, B, = 0. 3451258, 





Ju = Ji 0. 42629872", f= VI 6.9313130%. 


Ähnliche Formeln in Bezug auf das Integral 


u 


E + psin’u du 
I + gsin u dme 7? sin* u 





0 


werden aus (12) erhalten, wenn gesetzt wird: 


; I + psin*u y 
^ 1-cq4sin*«' 


§ 8. Wenn wir in (12) für U und V verschiedene Functionen 
nehmen, so erhalten wir Formeln zur Bestimmung der Grenzwerthe von 


AUTE 
VV 


deren Berechnung nicht selten grosse Schwierigkeiten darbietet. In der 


Integralen von der Form 


Weise finden wir fir 

y =1 =)" sn’u, U = d(tang w), 
wo (tangu) eine Function ist, die das Zeichen + innerhalb der Inte- 
grationsgrenzen behält: 


u 


| T€ — LE (0) + 2F(s) + 2F(5) +... + 2F(s)), 


I — A? sin? u 
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wo 
j u 
Sa fi 
LENT ES: Q (tang u) 
I — /*s* sin? u 


du. 





ES 5 


n 


Nach dem, was im $ 6 bemerkt wurde, finden diese Formeln für jedes 


u statt, wenn 
RUE 


ps 


Wenn diese Bedingung erfüllt wird, und ; als obere Grenze genommen, 


so leiten wir aus diesen Formeln die folgende ab: 


Q (tang u ^ 
[ne du = 3, [F(0) + 2F(s,) + 2F(s) +... + 2F(s)], 


9 9| 








MER (d (tane u 
F()— VT [ME ) du. 
5 , I — A4^s Sin u 
n 
Setzen wir im letzten Integrale 
tang gn 
so lässt sich dasselbe schreiben: 
3 
D(z) dz 
I + (1 —A/?*s*)z? 


0 


Demnach geht die Gleichung (11), welche die Function F(s) bestimmt, 


im vorliegenden Falle über in 


oc 


VI — hs" à (z)dz 
Ex 





5 1 — js)g 
t 


0 


Hieraus erhellt, dass die Formel, die wir zur Bestimmung des Integrales 


12157] 


VI — Z* sin* u 


f: 9 (tang u) r4 


ü 


Q2 


1 
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erhalten haben, nur Integrale von der Form 


ze 


®(z)dz 
of EA (ES ae eae 


0 





enthält. Die Ausdrücke für diese Integrale sind für gewisse specielle 
Annahmen über die Function @(z) bekannt. 


Beispielsweise für den Fall 


Die) — ea Oop <i; 
finden wir 
F b(z)dz se ={ zP=1dz y TE 
| I + (1 —— 27s? )z* I (Re ^ nz 


0 0 


und zur Bestimmung des Integrales 


ci EI 


fe _O(tang u)du JE tang?-!udu 


V1 — sin” V1 — # sin? u 


0 
werden wir dann nach (12) haben: 
; zVi — ks? 
F(s) = - ; 


D CUT 9.93 Q 
2 sin ^ (1 — 425?) 5 





und folglich 


Lt | Al 

=| 
N 

vx _ 
> 

i| Oe 
#.| x 

13 | re 

lee 
"s 
| 
= ni 
ml 

rr 

2 | f^ 
Na 
"3 





5 
| tang? ludu 


| PET NC ; 
VE EA SINE 124 sin 





Führen wir hier den Ausdruck (10) für S ein, so erhalten wir 


I p— est TFs. 
um Je RE de Gf BEE je UEM na 
tang? udu 2 (1 — 483)? (1 —/?s 


| /r— sinu 98 cn PT Dome P e ee 


0 2 


"|l 
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, » I 
In dem speciellen Falle, wo k = vi und # — 1 angenommen werden. 


giebt diese Gleichung mit Rücksicht auf 


2 


2K 
$, = sn— = 0. 9002226 
3 


zur Bestimmung des Integrales 








> 
‘ lys 
| tang?—ludu 


J Vi— sin” 
0 


für yy die folgende Formel 


I 

27 . 0.6066805 
uu ek | 
ee sin > (1 — 0.8104007 4?)? 


wo 
2 
l^ = 0.9993549. 
Setzen wir n = 2, mit Beibehaltung desselben Moduls, so finden wir 
zur Bestimmung des Integrales 


wa 


2 


| tang?—ludu 
J Vi sin 
0 


ney 


im Falle 


die Formel 


a 


2 0.4188060 0.3451258 s 
cg edi jf ee |, 
pe sin (== 04262984) 8C — 03 1813045* 





Wo 


l? = 0.9999988. 


SURS UNE CLASSE DESTERANSCENDANTES NOUVELLES 
PAR 


EMILE PICARD 


à PARIS. 


(Premier mémoire.) 


Je me propose, dans ée travail, de démontrer l'existence d'une classe 
de transcendantes nouvelles qui généraliseront les fonctions doublement 
périodiques. Les fonctions que nous allons considérer admettent toutes 
une période 2, mais le changement de z en z+ 9' modifie les fonctions 
de la maniére suivante. Soit 


Wo MES vus. 241,10), 


PR Beet 0), 


S 
I 


qo CE 


une substitution birationnelle quelconque, relative à m lettres w,v,...,w. 
Je me propose de montrer qui existe une infinité de systèmes de m 


fonctions 
f(z), p(z),..., g(2) 


uniformes dans tout le plan, n'ayant que des discontinuités polaires, et jouissant 
des propriétés suivantes: 

Elles admettent la période Q, et on a, par le changement de z en z + 4! 

fe + 9) — R|f(z) , e(2),..., (2), 

gz + 9) = Rf(z), e(2),..., d(e)], 


De + 9) = Rf(2), e(a), .--, ¢(2)]- 
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(Dans la suite, pour la commodité des calculs, nous poserons, ce qui ne 
diminue en rien la généralité: Q = wi, Q9' =o, en désignant par © et 
c' des quantités réelles positives.) 

On trouvera simplement, dans ce premier mémoire, avec quelques 
propositions auxiliaires qui ne sont pas par elles-mémes sans intérét, la 
démonstration de l'existence des transcendantes dont je viens de parler. 
Le mode de démonstration employé me parait digne d'attention; j'applique 
à un probléme relatif à la théorie des fonctions ces méthodes d'approxi- 
mations successives si fécondes dans la théorie des équations différentielles 
ordinaires et des équations aux dérivées partielles, méthodes d'autant plus 
intéressantes qu'on peut varier presque à linfini les conditions de leur 
application, et je ne doute pas que des considérations plus ou moins 
analogues à celles dont je fais ici usage ne puissent étre utilisées pour 
démontrer l'existence d'autres classes de fonctions. 

C'est la considération de certaines équations différentielles ordinaires 
se rattachant aux travaux de M. Sornus Lie sur les groupes de transfor- 
mations qui m'a conduit à l'étude des transcendantes précédentes: c'est un 
sujet que j'aborderai dans un second mémoire. On trouvera un résumé 
trés succinet de ces recherches dans les Comptes Rendus de l'Académie 
des Sciences (9 et 30 octobre 1893). 





i 


t. Considérons m polynomes 
BAU, 22) CIRCE ORE FU OR 


dépendant de m variables w,v,...,w. On suppose que ces polynomes 
sannulent pour 
u — QUU cce 


Soient w et w’ deux constantes réelles et positives données. Nous nous 
proposons d'abord de faire voir qu'on peut trouver une infinité de systèmes 
de m fonctions analytiques 

f(a) » p(a)a c, o2) 
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de la variable complexe x, uniformes à droite de l'axe Oy (on pose z — x + iy), 
admettant la période wi et enfin satisfaisant aux équations fonctionnelles 
suivantes : 


fe + e) = PG)» e), d(2)], 
ge + e) = Blf(2), 6(2),..., 2G) 


v@ + o) —P.f(z),e(2),..-,d(2)]. 


2. Démontrons d'abord un premier Fig. I. 
lemme qui va jouer dans notre analyse un M TENE, 
rôle fondamental. Je désigne par f(z) et E 
P(z) deux fonctions uniformes dans tout le | - 
plan, ayant wi pour période. En outre on 
a lidentité 











Se=== x 
== 2 Dí. I 
fe + e) = pf(2) + P(e), rA 
y étant une constante, qui ne satisfait pas AP d 
à une relation. que nous écrirons dans un pue 
/ . U 7 
moment. De plus, ayant tracé une suite de V. Ug 


bandes parallèles a Oy et d'épaisseur w, on 
suppose que /(z) est holomorphe dans la premiére bande (et un peu à 
droite et à gauche de cette bande), tandis qu'on suppose seulement P(z) 


holomorphe dans une bande étroite ii’ contenant Oy. Soit dans cette 
272 


dernière bande, 
B, 
PQ) => (4,2" x =) 


en posant « — e". Dans le plan de la variable z, 
nous aurons la convergence dans la couronne comprise  / 
entre deux circonférences j et 7’, à l'intérieur de la- | 
quelle se trouve la circonférence de rayon wn. Suppo- 
sons que dans cette couronne et sur les circonférences 





j et j' elles-mêmes, le maximum du module de P(z) 
soit M. Il est facile d'avoir le développement de f(z); soit: 


fla) = Y. (aw + =). 
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zw 


w 


Nous poserons e" — À; on a alors 


, y , /I 
AQ —p»)-4A4, Bi, — u) m, 
Nous supposons que, pour aucune valeur de l'entier positif v, on wait 
: : : 1 
soit p — X, sot p — —. 


A 


hemplacant enfin À par 2 (# < 1), nous avons 





On a donc 


f(z) ir xe peus Ay G? a NS D, t» * 


z I — EEUU — pp" — px 


4 


Je dis que nous allons pouvoir trouver une limite de |f(z)| sur les cir- 
conférences j et j'. Prenons d'abord la circonférence extérieure j. Les 
trois séries, dont la somme est égale à f(z), convergent toutes sur cette 
circonférence. — D'autre part A, et B, ont des modules moindres respective- 
ment que 

— et Mo” 

Pp, 


en désignant par o et g' les rayons des circonférences 7 et j'. On peut 
done certainement fixer un nombre a, indépendant de M, tel que l'on ait 


Ifa) e aM, (sur la circonférence 7) 


a dépend seulement de ©, @', u et de la position des droites i et 7. 
SE 


Examinons maintenant la circonférence 7’. Nous écrirons /(z) sous 


forme 


~ B 
À RP LL 


I I 4 dy va 
el = P(z) + 5 XA, + » Top) | Zeuge pe 
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Les trois séries du second membre convergent sur 7’, et on a de suite une 
limite supérieure de leur module en remplaçant A, et B, par leur module 
maximum; quant à P(z), il a pour module maximum M. On pourra 
done trouver une constante a’ ne dépendant pas de M et telle que l'on ait 


|f(z) | < a'..M (sur la circonférence 7’). 


En désignant par a la plus grande des deux constantes positives a et a' 


nous aurons 
|f(z)| <a.M 


sur les circonférences 7 et j', et, par suite, dans l'aire annulaire limitée 
par ces circonférences. Nous avons donc le premier lemme que nous 
voulions établir. On peut trouver une constante a telle que l'on ait dans 


la bande ii 
f(z)| « a. M, 


a ne dépendant pas de M, mais seulement de © , w', » et de la position 
des droites i et v. 


3. Un second lemme nous sera encore utile. Soient 


fe, Ti) pn een eye os (fg 4t; 
m fonctions des m lettres &,y,...,{ holomorphes dans le voisinage de 
my —3 —...-t- 0 et s’annulant pour ces valeurs. Nous considérons 


la transformation 
yum ui ss Dy, 


MONET ts E), 


(1) 


B= dip s.t). 


On peut, en général, par une substitution linéaire convenable faire en 
sorte que les termes du premier degré dans f,¢,...,¢ se réduisent 
respectivement à 
[LPT] RENTE 
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m 
— 
de 








Faisons done cette hypothèse, et soit depuis || < 1, |v|<ı,..., |z| « r. 
Nous voulons faire la remarque à peu prés évidente que, partant d'un 
système de valeurs (x, y,...,t) suffisamment voisines de zéro et effectuant 
un. nombre indéfini de fois la substitution (1), les valeurs de w,y,...,¢ 
auront zéro pour limites. 

La démonstration est immédiate. Soit 2 le module maximum de 
H,»,..,7 (A<1), et désignons par M le module maximum des fonctions 


N N ugs ei 


quand x,y,...,¢ reste à l'intérieur du cercle de rayon r ayant l'origine 
pour centre. Il suffira de faire la démonstration pour la transformation 




















E t M ) puety t...4¢t 

ju Wo EEM UTE. M M = , 
a 

es M TT VENUS petyt...4+t 

y pce ES: ED PE M —M = 5 
a 

a M $4 ; e+y+...+t 

t == At + zu 8$ +yt... up DM ES , 
a 


en donnant à x,y,...,t des valeurs réelles et positives. Or, dés la 
premiére transformation, les valeurs des différentes lettres deviennent 
égales, et nous sommes ramené par suite au cas d'une seule équation 
qui est bien connu, et est entiérement évident puisque de la relation 


qu zc ds 


où À est compris entre O et un, on conclut de suite, pour x suffisamment 
petit 

x" < he, 
h étant compris entre A et m. Done au bout de x transformations suc- 
l 


cessives, la valeur de x sera inférieure 
h^ a; 


et tendra par suite vers zéro quand » augmentera indéfiniment. 
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4. Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du theoreme 
énoncé au paragraphe r. En laissant de cóté certains cas exceptionnels, 
on peut supposer en faisant une substitution linéaire convenable que les 
termes du premier degré dans 


* EN * N * 
Pons 0) ul (us... 0), 2... UN RUE EET) 
se réduisent respectivement à 


LU EU y oy Le 
et écrivons 


P; = pu + Q,, I = 1,0 + Q, ) OS DEL P, = paw + Qn 
les polynomes Q commencant nécessairement par des termes du second degré. 


Ceci admis, en réduisant les P à leur premier terme, nos équations 
fonctionnelles deviennent 


f( Ar e) = Mf (a), 
e(z + ©) = p,¢(2); 


de + o) = nd (2) 


On peut y satisfaire en prenant pour f, c, ..., ¢ des fonctions double- 
ment périodiques de seconde espèce, admettant le multiplicateur wn pour 
la période w’i et respectivement les multiplicateurs y, , 5,,..., 5, pour 
la période o. 

Choisissons, arbitrairement d'ailleurs, un système 


fo(2) » SZ) » +++; o) 


de fonctions doublement périodiques de seconde espèce, ayant les mêmes 
’ v 
póles que nous supposerons simples dans un rectangle de périodes. 


Ces fonctions vont nous servir de première approximation. 


Nous tracons à droite de Oy, dans le plan de la variable z, des 
paralléles à cet axe distantes de ©, soit 


DO); 201) eis 


140 Emile Picard. 


Nous avons ainsi une succession de bandes de largeur w. Je considère 
alors les équations 


fa t o) — phe) € AG) esos D 
£, (6 +o) — me) + 9ISG) 9G) Blz)) 


P (s + e) = md) + GI C)» ev) da). 


Ue 


mS 
to 


Nous allons montrer qu’on peut trouver un systeme de fonctions uni- 


formes fi(2), @,(2),-.., d,(2) ayant la période wi, satisfaisant à ces 
équations, et ayant dans la premiére bande à droite de Oy les mémes póles 
que f,(2),..., ¢,(2) (on peut supposer que ces dernières fonctions n'ont 


pas de poles sur Oy) avec les mémes résidus. 

Faisons d'abord la démonstration en supposant que f,, ..., ¢, n'ont 
qu'un pôle dans un rectangle de périodes. En désignant par p le degré 
des polynomes @, nous pouvons satisfaire aux relations précédentes en 
prenant pour f,,9,,..., 4, des polynomes de degré p en f,,..., d, et 
ne renfermant pas de terme du premier degré; ces relations détermineront 
dans ces polynomes les coefficients de tous les termes. Il ne pourrait y 


avoir d'impossibilité que si on avait une relation de la forme 


"m 


TUE ERE ME 


les » étant des entiers positifs pour lesquels », +», +... », > 2; nous 

supposons quil n'existe pas entre les p de relation de cette forme. Au po- 

lynome trouvé pour f, on peut ajouter une fonction linéaire arbitraire 
ZZ ", 

de fosse cres fu SOIU 


(s) ah) + e fo(2) +... + af? (a). 


La premiére des relations (2) ne cessera pas d'étre satisfaite, quelles que 
soient les constantes a. Nous les déterminons de manière que f,(z) ait 
pour pôles simples les pôles de f,(z) situés dans la première bande avec 
le méme résidu. On opére de méme pour chacune des autres fonctions 
¢,(2),--+,¢,(2), qui se trouvent alors complètement déterminées. 

Nous venons de supposer, dans la résolution des équations fonction- 
nelles (2), que f,,..., d, n'avaient qu'un seul pôle dans un rectangle 
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de périodes. S'il y a plusieurs pôles, on détermine toujours de la méme 
manière les polynomes de degré p en f,,..., 4, ne renfermant pas de 
termes du premier degré, et au lieu d'ajouter ensuite une expression de 
la forme (s) qui ne renfermerait pas assez de coefficients arbitraires, nous 
ajouterons l'expression générale d'une fonction doublement périodique de 
seconde espèce (aux multiplicateurs un et p,) décomposée en éléments 
simples et ayant pour pôles multiples d'ordre p les pôles de f,. Nous 
pouvons alors disposer des coefficients de maniére à avoir une fonction 
f, ayant pour póles simples les póles de f, avec les mémes résidus 
respectifs. 

Ayant ainsi déterminé 1» €): Q,, nous continuons nos approxima- 


tions. Des fonctions f,,..., ¢,, on déduira des fonctions f,,..., d, ab- 
solument comme on a déduit f,,..., d, de f,,...,d,. D'une maniere 


générale, on a 


A + o) = mf) Qf ao) %aıl2) $a). 
Pat + e) = m g.(z) + Qfia() s e), ---, $e a()L 


dnl2 + e) = pads(2) + Qs [f a) eG); 60). 


Tous les f,,.... d, ont respectivement les mêmes pôles que f,, ..., 4^, 
dans la-premiére bande, avec les mêmes résidus. 

Nous devons maintenant nous poser la question suivante: 

Ces approximations successives convergent-elles vers une limite? C'est 
là le point essentiel dans la démonstration, que nous allons maintenant 
examiner. 


5. En posant d'une maniere générale 


f(2) = f(z) + F.(2), 
Paz) = ¥o(2) + 9.2), 


d«(2) = dv) + Vio) 
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on a pour les fonctions #°,,..., V, fonctions holomorphes dans la première 
bande 


F(z + ©) = F(z) + QA + Fis gy + ans + Pa}, 


y. (z == e) TT En V. (2) =F air; zs F, 2 C, == D, à TO) d, == qd 


Supposons que dans la bande ii’ (fig. 1), on ait 


fe) «M, AU, (2) «M 





et pareillement 
IB (2) x M ») DNI) | N < Mo 


Remplaçons d'autre part dans @,,..., Q, chaque coefficient par son 
module et désignons par g le polynome ainsi obtenu; nous aurons alors 
en nous reportant au lemme du paragraphe 1 et gardant pour a la signi- 
fication de ce paragraphe (on prend pour a le plus grand des m nombres 
que donne le lemme) 


I (2| « co MEME Mos M, >, MM): 


et cette inégalité valable dans la bande ii’ s'applique aussi a @,(z),..., V^, (2). 
Si donc nous posons 


M, 


xza-q0M EM, 5... M EM) 
nous pourrons écrire: 

F,(2)|< M,,..., | ¥,(2)| «.M, (dans la bande 3%), 
Or considérons la transformation 


(4)° z —a.q(M -z,M--z,..., M +2) 


et cherchons si cette transformation effectuée » fois de suite sur une lettre 
x conduit vers une limite quand » augmente indéfiniment. On doit, 
conformément au lemme du paragraphe 2, former l'équation 


z —a.q(M-r-x,..., M 4 2). 
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Or si M est suffisamment petit, cette équation aura une racine voicine 
de zéro, puisque 4 est un polynome en (M + x) commençant par un 
terme du second degré; il est clair que cette racine sera de l'ordre de 
M. D'autre part la dérivée du second membre de (4) par rapport à x 
sera visiblement aussi pour cette racine de l'ordre de M° et par suite 
d'un module moindre que wn, si M est assez petit. Par conséquent en 
prenant la valeur initiale de x elle-méme assez petite, la succession des 
valeurs déduites par la répétition de (4), tendra vers une limite et par 
conséquent toutes ces valeurs resteront moindres qu'un nombre K. On 
a ici comme valeur initiale de x la quantité M, qui est de l'ordre de 
M’; nous sommes donc assuré que le nombre K est trés petit quand M 
est lui-même trés petit. Nous pouvons done écrire que l'on a, quel que 
soit n 


|Z£.(2)| «K,...,|V,(e)| « K, (dans la bande i’) 


K étant une constante trés petite en méme temps que AM. 


6. Nous allons maintenant faire voir que 
PS (ayer PEEL 
ont des limites, sous la condition que M soit assez petit. Nous avons 
F(z JE 0) xe seda + e) = pm UO) xe? Hes (2) 
+ QT =F IET 202 ] pr Qi LA == He: cO .] 


et des égalités analogues. Or, en s'appuyant sur les résultats du para- 
graphe précédent, on voit immédiatement que la différence qui forme les 
deux derniers termes du second membre est moindre que 


À. Nes 


À désignant une constante indépendante de » et tendant vers zéro en 
méme temps que M; quant à NN, ,, il représente le maximum des va- 
leurs absolues des différences 


Bye, (2) 3 Ds. (n) , 0, i(2) NE D,2,(2) , DNO D ap Jr x (a) E V. a2) 


144 Emile Picard. 

dans la bande i’. La lemme du paragraphe (1) nous donne donc 
| F(Z) FA N < al.N, 1; 
weite el se tee cel eee: re s (dans: 1a. ‘bande 47); 
0,(z) — 0, .(2)| < aà. N, 5, 


Ces inégalités sont fondamentales, et nous permettent d'achever la dé- 
monstration. On voit en effet que la série 


F(z) "5 (Bre) — Pe) Se 625 (F, (2) — F, 4(2)) LED 
est convergente dans la bande w’, si on a 
GAS; 


elle converge, dans ce cas, comme une progression géométrique décrois- 
sante. Or, l'inégalité précédente sera vérifiée si M est suffisamment petit: 
c'est là une condition que nous pouvons toujours réaliser, puisque les 
fonctions 


f(z)» ++. d(z) 


peuvent être multipliées par une constante arbitraire assez petite, avant 
de commencer le calcul des approximations successives. Nous arrivons 
donc alors à la conclusion suivante: 


Quand n augmente indéfiniment, les fonctions 
FR), oe), 7 5.5 Die) 

convergent uniformement vers des limites 
FER TENTE MP, 


z restant dans la bande ii’. 


7. Les fonctions 


F,(2) , 9,(2), ..., V, (z) 


ayant des limites dans la bande ii’, auront nécessairement aussi, d'après 
les relations (3), des limites dans la bande se déduisant de ö’ par le 
changement de z en z+. Ces limites notamment existeront sur la 
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droite AA’ (fig. 1) par suite dans toute la bande (yy’, AA’) et enfin 
évidemment, d’après la manière méme dont nous y arrivons, un peu à 
droite et un peu à gauche de cette bande. Revenant maintenant à 


(2) = fol2) + F(z), 


| 


| 


du(2) = dz) + V (2) 
nous voyons que les limites de 


IR) 5 ches AE 


sont les fonctions cherchees; désignons-les par f(z).€(2),...,(z). Elles 
sont définies dans la première bande et un peu au dela à droite de AA’ 
(il est inutile de parler du côté gauche). Les équations fonctionnelles 


elles mémes ] 


D(2+ o) = P,lf(2) .v(2),..-, d(2)] 


définissent les fonctions de proche en proche dans le demi-plan à droite de 
Oy. Les valeurs des fonctions dans les différentes bandes à droite de Oy 
sont bien respectivement les prolongements analytiques les unes des autres, 
puisque les limites trouvées pour la premiére bande étaient susceptibles 
de s'étendre un peu au delà en satisfaisant aux équations fonctionnelles. 
Nous avons donc démontré le théorème énoncé au paragraphe premier. Il 
est à peine besoin d'ajouter que les fonctions f,@,...., d ne se ré- 
duisent pas à des constantes puisqu'elles ont des poles dans la premiere 


bande. 
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8. Quelques remarques sont nécessaires sur les hypothèses d'inégalité 
qu'exige la démonstration précédente. 

D'abord, pour qu'on puisse appliquer le lemme du paragraphe 2, 
nous devons supposer que l'égalité 


2v 


(5) Be” 


ne peut être vérifiée, » étant un entier quelconque positif ou négatif, pour 
aucune valeur de i entre 1 et m. 

Nous avons fait ensuite une seconde hypothèse ($ 4) consistant dans 
l'impossibilité d'une relation de la forme 


"m 


py pg ses — p 

les » étant des entiers positifs pour lesquels v, + », + ... E», > 2. 
Au fond cette restriction est inutile; nous lavons faite pour pouvoir cal- 
culer plus facilement nos fonctions approchées, mais un peu d'attention 
suffit pour montrer qu'une telle égalité n'est la cause d'aucune véritable 
difficulté. Nous nous sommes trouvé en définitive au paragraphe 4 
devant le probléme suivant: en désignant par d(:) une fonction de se- 
conde espéce pour laquelle on a 


det e)— (0) $e + o) — A) 
trouver une fonction uniforme f(z) ayant la période wi et telle que 
fle + o) = ufle) + ge) 


Le cas que nous avons examiné correspondait à À + p. On a de suite 
en effet une solution de l'équation précédente, en prenant 


fo) = £2. 


À—hnu 
l 


Cette solution ne convient plus si À = zu; mais il suffit de considérer ce 
cas comme un cas limite. L’élément simple servant à décomposer ¢(z) 
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est fonction de son póle, d'un certain coefficient et de 4; pour des valeurs 
regardées comme numériques des divers póles et des divers coefficients, 
il ne reste que À de variable, et nous pouvons regarder &(z) comme 
fonction de z et À, soit 


e, à). 


Au lieu de prendre la valeur écrite plus haut pour f(z), on peut prendre 


f(z, 4) — $2, p) 
A—p 


et par suite pour À == , nous avons 


C'est une fonction uniforme de z avec la période w'i et satisfaisant a la 
relation 


fe + ©) = af(z) + 9 (2), 


et que l'on pourra évidemment exprimer au moyen des transcendantes 
de la théorie des fonctions elliptiques. 

En résumé, nos hypothèses d'inégalité se réduisent donc à l'impossi- 
bilité de relations de la forme (5). 


9. Je ferai encore une remarque importante relativement à l'emploi 
des approximations successives pour obtenir les fonctions cherchées. Nous 
sommes parti des fonctions de seconde espéce 


Ce); ev) d) 


Nous aurions pu partir de fonctions uniformes quelconques admettant la 
période w'i, holomorphes dans la bande i’, et admettant une file de pôles 
(supposés simples) dans la premiere bande (yy', AA"). Il nous faut, dans 
ces nouvelles conditions, compléter un peu le lemme du paragraphe 2. 
Reprenons l'équation fonctionnelle 


f(z t.) = pf(z) + P(e), 


P(z) désignant une fonction uniforme de période w'i, et holomorphe dans 
la bande i’.  Existe-til une fonction uniforme, holomorphe entre ? et 
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AA’, et qui satisfasse à l'équation fonctionnelle ci-dessus? Reprenons le 
développement 


2272 Ly7z 
wo 


P(z) = EA," + Be ~ 


valable dans la bande ii’. En posant 


et en admettant que f(z) soit holomorphe entre i’ et Ad’, nous pouvons 
avec l'équation fonctionnelle déterminer les coefficients de f(z). On ob- 
tient ainsi (S 2) 

A, Fee) B, ——- 
OT ee 








D'ailleurs en designant par d et d' les distances de l'origine à la droite 
i et à la droite 7’, on a 


M x gez 
Al ES Bl Me e 
asd 


Il en résulte que la série représentant f(z) sera certainement convergente 


pour 
— d' «v « wo + d, (2 = à + iy) 


Ce résultat obtenu, il n'y a aucune modification essentielle à faire à la 
série de nos raisonnements. Les fonctions successives données par les 
approximations 


Rye e)osim dua) 


auront les mêmes poles dans la premiere bande que f,(2) , ¢,(2), .... e^t 


î 


tu 


La convergence des approximations successives sera certaine, si fs 51e 


ont un module suffisamment petit, dans la bande ii’ et dans celle qui 
sen déduit par le changement de z en z + ©. 
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iBLE 


10. Au lieu des polynomes P,, P,,..., P, du paragraphe 1, con- 
sidérons maintenant » fonctions rationnelles 


END 2 We en ans uo di), Su RL, 5g ub) 
de m lettres u,v,...,w. 
Nous allons montrer qu'on peut trouver des fonctions 
lz), eG), d) 


uniformes dans la moitié du plan à droite de Oy, admettant la période wi 
et satisfaisant aux équations fonctionnelles 


fe + o) = B[f(z), (2), ---, 9(2)]; 
o(z + o) = R,[f(2), £(2),:-:, 2(2)) 


Ge + 0) = Bulfle)  e(2. $2) 


Nous ne diminuons pas la généralité en supposant que les R s'annulent 











pour 4 — v —...-—1-— 0 et que le dénominateur commun des À réduits 
à avoir méme dénominateur prend la valeur un pour u — v — ... — € — 0. 
Nous raménerons bien facilement ce cas au cas précédent. Rempla- 
=> Lem : I d c : 
cons en effet f,¢,..., ¢ respectivement par 
/, 











Les seconds membres des équations fonctionnelles deviendront des frac- 
tions rationnelles en f,@,..., d et y avec même dénominateur. Nous 


aurons ainsi 
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f(z + o) Pf) A 
I + z(z- o) [E Psulf 97:5. 
€(z + o) PAE Cee Uae 





1 +7 +o) — I Lebe o UD 


be + e) I RO ZU Mr) 
I + 7G +0) I p aede aes. de Zc 








les P étant des polynomes. Les m premiers P,, P,,..., P, sannulent 





pour f-— eg — ... — d — o, quel que soit y. Le polynome P,,,, sannule 
Ne A c2 L 
pour /=y=...=d=y=o. 


, 


Nous sommes done amené à écrire les m + 1 équations 


Te 0) Bi. ae 
e(z+ o) = PEE (Oia ces >; 9 x] 


Me seq suc. 


ce qui nous ramene au cas précédemment étudié. Les nombres 5 qui 
jouent un rôle important s'obtiennent iminédiatement. Les m premiers 
seront les racines de l'équation relative à la substitution linéaire formée 
avec les termes du premier degré, dans les numérateurs des À; quant 
au dernier y,,, il sera egal au degré des polynómes P. Les conditions 


m 


d'inégalité qui doivent être vérifiées (§ 8) sont donc faciles à former. 


11. Il n'est pas inutile de s'assurer que les fonctions dont nous 
venons d'établir l'existence ne se réduisent pas à des constantes. Nous 
sommes certain d'obtenir par les équations fonctionnelles (7) des fonctions 
f,£,..., 4,7 qui ne se réduisent pas à des constantes; c'est ce que 
nous avons déja dit à la fin du paragraphe 7. On peut se donner ar- 
bitrairement dans la premiére bande les files de póles avec le résidu 
correspondant. Dans ces conditions il ne pourra pas arriver en général 
que les quotients 
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se réduisent à des constantes. Il suffit en effet d'avoir dans la premiere 
bande pour f,e,...,&,y deux pôles distiricts (c'est à dire différents 
d'un multiple de w'i) avec des résidus dont les rapports sont, pour l'un 
ou l'autre póle, différents; on est alors assuré que les quotients précé- 
dents ne peuvent se réduire à des constantes. 


12. Jusqu'à présent, nous n'avons obtenu que des fonctions uni- 
formes dans une moitié du plan. Supposons maintenant que la trans- 


formation rationnelle 
wu = B (w,v,...,w) 


y = R,(w,v,...;%), 
(S) 


DER Mb th een), 


soit de plus birationnelle, c'est à dire que des équations précédentes on 
puisse tirer 4, ,..., w en fonctions rationnelles de w', v, ... , w’. 

D'aprés le paragraphe 10, nous pourrons trouver des fonctions pério- 
diques de période o'i satisfaisant aux équations (6) et uniformes dans la 
moitié du plan à droite de Oy. Il est facile de voir que, dans le cas 
ou nous nous placons maintenant, ces fonctions seront uniformes dams tout 
le plan. On a en effet la substitution inverse donnant les relations 


f(z) = @ fe + e): ç(e + w),..., d(z + o)], 
e(z) = [fe + ©), e(e + w),..., d(z + v)], 
d (2) = Q.[f(z + ©),  e(z + ©),..., d(z + ©)], 


les Q étant des fonctions rationnelles. Les fonctions définis à droite de 
Oy s'étendront donc de proche en proche dans les bandes successives à 
gauche de Oy et cette extension sera évidemment une extension analytique. 

Nous arrivons donc au théoréme suivant qui est le principal résultat 
de ce travail: 


Etant donnée une substitution birationnelle arbitraire (S), on peut trouver 
une infimité de systémes de fonctions 


f(z),e(s)5.... P(e) 
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uniformes dans tout le plam avec des discontinuités exclusivement polaires, 
ayant la période w'i, et satisfaisant aux équations fonctionnelles 


f( + o) = Rlflz),e(2),...,&(2)) 





1.32 


13. Je dois, en terminant, rappeler un mémoire de M. Poincaré 
(Sur une classe nouvelle de transcendantes uniformes, Journal de mathé- 
matiques 1890) dans lequel l'éminent géomètre s'était proposé un pro- 
bléme analogue à celui que nous venons de traiter. 

Soient m un nombre quelconque réelle ou imaginaire ( m| > 1) et 


Tes e oe 


n fonctions rationnelles de x lettres. M. PorxcanÉ se propose de chercher- 
des fonctions uniformes de u 


g,Q) , Pa(u) 524.3 Galt) 
telles que l'on ait 
e, (mu) = R,[g,(w) , e,(n) , ..., e;(w)]. 


£, (mu) = B, [e Q0) » e) s. ts Q0 


s veau Uri. ant, No." LR lodi s fer ed 


(nu) = R,[g. (wu) ; g,(u), e, ()]. 


en se bornant aux fonctions qui me présentent pas pour w — O de point 


singulier essentiel. 
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Si nous posons 
101—303 


les fonctions ¢(w) deviendront des fonctions uniformes de z 


AG) A); +, A) 


admettant la période 27i, et en posant 


‘ logm — o 


(on prend une détermination fixe d'ailleurs quelconque de ce logarithme), 
on aura 


fie + ©) = RIA) has f). 
LG + e) = BIR (2), hl)... AO) 


AG + o) = Rf) (2), +, G0) 


et nous obtenons ainsi des équations fonctionnelles toutes semblables 


E 


celles que nous avons étudiées dans ce méinoire. 

- L'hypothése faite que w — o n'est pas un point singulier essentiel 
pour les fonctions c entraine une certaine relation d'égalité pour les fonc- 
lions rationnelles R. En admettant que les À sannulent pour 





GB = =... — En —0 


et que l'on ait, comme il est en général permis de le supposer, les dé- 
veloppements dans le voisinage de zéro 


Fi (GE Er sens €.) = fts 1a, 


les termes non écrits étant de degré supérieur au premier, l'un des 
nombres p doit être égal à m. C'est à l'aide de développements ordonnés 
suivant les puissances entières et positives de e que M. Porxcan£ démontre 
l'existence des transcendantes dont il s'occupe, et qui pour des At donnés, 
ne dépendent que d'une ou plusieurs constantes arbitraires. 


= 
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Les problémes que nous avons traités sont donc en réalité différents 
de ceux qui ont occupé M. Poincaré dans le beau mémoire que nous 
avons cité, et je ne vois aucune autre manière d'établir l'existence des 
transcendantes que nous avons considéré ici que des méthodes d'approxi- 
mations successives susceptibles d'ailleurs, comme on la vu, de toute la 


rigueur désirable. 


Paris, le 30 décembre 1893. : 


EIN BEITRAG ZUR THEORIE DES LEGENDRE'SCHEN POLYNOMS 


VON 


DAVID HILBERT 


in KÓNIGSBERG i. Pr. 


Die vorliegende Mittheilung beschäftigt sich mit der Frage nach dem 
kleinsten von o verschiedenen Werthe, dessen das Integral 


1 — fira 


a 


(#> 4) 


fähig ist, wenn man für f(x) eine ganze rationale Function. » — 1'* 
Grades mit ganzzahligen Coefficienten wählt und wenn man unter 4 und 8 
gegebene Constanten versteht. Wird 


fizy-acm pas... 


gesetzt, so geht das Integral in eine definite quadratische Form der n 


Veränderlichen a,, 4,,..., a, über: 
nk 
I = Xa,4,4,, (5 E—1,2,..., 9) 


deren Coefficienten durch die Formel 


gen--i—k +1 qgn—i-kxl 








A 
2n—i—k ,; À 
Gr = fa Ed 


a 


a ey one 

gegeben sind. 

; Um eine obere Grenze fiir das Minimum dieser quadratischen Form 
l zu erhalten bedarf es der Berechnung ihrer Discriminante 


CORR TEENS con 


A Aon + + + A, 


Any Lo 0 
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Ersetzen wir in dieser Determinante jedes Element durch seinen Integral- 


ausdruck und verwenden dabei in allen Elementen der ersten Horizontal- 


reihe die Integrationsveränderliche x = x, 


E 


au ein #-faches Integral von der folgenden Gestalt dar: 


Die Vertauschung 
Addition der dadurch entstehenden Gleichungen liefert dann 


E 


in den Elementen der 2‘, 


/*" Horizontalreihe bezüglich die [\teorationavemiieniichen a 


Form 1 


x 


n° 


s 


Oo 


stellt sich die Diseriminante der quadratischen 


der 


und wenn wir mittelst 


die neuen Integrationsveranderlichen y,,... 


die Formel 


X 


n 


Integrationsveränderlichen 


D | = 


Dag = ( 


gu 





(B.— «)u; + : 


(8 + 


wo zur Abkürzung D = D ,,, gesetzt ist. 


Beispielsweise folgt für a — o, f — 1 


O 


I 
= O 
3 
I 
O ra 
5 
I 
= O 
2 


MI] ee 





nj das. 


2) 


Ti 


Tes 


xa 


n 





I I I 
2 EC 
I I I 
Gute 5 
I I I 
ts 6 
I I I 
n+1I n4-2 n +3 


M 


n 


und die 


LOS fer Ene 








n) 


, Y, einführen, so gewinnen wir 


: ; x 3 ES 
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Um. nun D zu berechnen, entwickeln wir die ganze rationale Func- 
tion f(x) in eine nach Legendre'schen Polynomen X, fortschreitende Reihe. 
Tg 
Wegen 


DH. =. e a! € al € 
de 31 GR == GAS dr Ay X2 + € X 


n 


wo 
pe 





CUR 183 E33 em =a) 
ist, erhalten wir 


f(x) = a (Es s A -1 xis (sde P E Cina .) xis LAURE aR ER PNE 3 == 019 3 + cx S 
—6, 40, X, 4,4 (6; 1% + C,_ s (ly) X. (e, it + 6,505 3- €, 305 X, -s) "Inst 





und mit Hilfe der Formeln 








+1 5 +1 
QS MA e EVO cela 
/ X? dx = 2m pi! i X,, X, dx 9) (n-z-X) 
folgt somit 
i E pi 2, ] 2 p 2 b? 2 p 
= = T)AT = )1 D i CAMES 
U- PIA Le made em s , 
wo 
bi =F €, 404, 
, 
b, = C, 104 == C, 9 09, 


b, = Ci + 6, stt + €, ds; 


gesetzt ist. Auf Grund dieser Darstellung als Summe von Quadraten 
linearer Formen gewinnt man für die Discriminante D den Werth 


2n 





JD) = = CRC tC : 
RE eee i) 
^ 4 
ni [101222 (in — 2)? (n ive 1)! 
EL p2n—125?n—3 .- (2n pem 2)? (2n = 1)! 


an? 
und hierin ist die rechte Seite genau identisch mit AS wo A denjenigen 


Werth bedeutet, welchen ich in meiner Abhandlung Über die Discriminante 
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der im Endlichen abbrechenden hypergeometrischen Reihe! für die Discriminante 
des einer gewissen linearen Transformation unterworfenen Legendre'schen 
Polynoms x‘ Grades erhalten habe. Unter Berücksichtigung der oben 
für D aufgestellten Formel folgt hieraus das Resultat 


1 
Die Discriminante der quadratischen Form [f?(a)dx hat den Werth 

















I I I 
I ES ES ES 
2 3 n 
| I I I I 
| 2 B 4 y uem 
| 5 4 
| [n1 22-2 (n. — 2)*(a — 1 
I 1 1 1 —— - : 
E ^ = as | 121—1272—2. ... (2n — 2) (28 — 1)! 
> > t E 
I I I I 
Ju ep dtu Ei rr c 





und stimmt genau überein mit dem reciproken Werth der Discriminante der 
Gleichung n" Grades 


=n ^n pr "n EIS 
ler) 


deren linke Seite sich durch eine lineare Transformation der Veränderlichen 
£ in das Legendre'sche Polynom X, überführen lässt. 


Wir kehren zu der ursprünglich gestellten Frage zurück. Die An- 
wendung der Stirling'schen Formel liefert, wenn N eine positive Zahl 
bedeutet, die Gleichung 


Niv (N= uuo CE SINN NIN —3 N(x En à 


I 
2 


wo e, eine mit wachsendem N verschwindende Zahl bedeutet. Mit Hilfe 
dieser Formel findet man leicht 


UD — (ror EN); 





! Crelle s Journal, Bd. 103, S. 342. 
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wo €! mit wachsendem » verschwindet, d. h. 


5 
Ne 
und folglich 


n° 


= 2—a« 
D; = a ’ 
=) 





wo 7, mit wachsendem » sich der Einheit nähert. 

Nun ist es, einem Satze von H. Mrxkowskr! zufolge, stets möglich, 
in einer definiten quadratischen Form die # Veränderlichen derart als 
ganze Zahlen zu bestimmen, dass der Werth der quadratischen Form 
kleiner ausfällt als das »-fache der n'™ Wurzel aus ihrer Discriminante. 
Wird daher die positive Differenz $—« kleiner als 4 angenommen, so 
folet, dass es stets möglich ist, eine ganze rationale Function f(x) mit 
ganzzahligen Coefficienten zu bestimmen, für welche der Werth des In- 


8 » 
aA : - Pie 7 n— 
teorals I= | f*(x)dv kleiner ausfällt, als »7,( e . Da aber 7, = v7, 


t 
a. 


mit wachsendem » sich ebenfalls der Einheit nähert, so erhalten wir das 
Resultat 


Das Integral f £^ («)dx kann einen beliebig kleinen positiven Werth 


erhalten, wenn man die ganze ganzzahlige Function f(x) geeignet wählt, vor- 
ausgesetzt, dass das Integrationsintervall a bis kleiner als 4 ist. 


Königsberg i. Pr. 13. März 1893. 





! Crelle’s Journal, Bd. 107, S. 291. 
























SUNT 7X , pas FUIT x 
dr : > TOME deer 
2 ES bras ar Lsbaise ibd , WER LE 
> +. CU Jhesu gr 
we SHE er 
à Zu d e i eor dadas e 
a J e ET Ms Esel ER v 
= 5 44 er = i M 
— Cu ae à À ene So 
LS » E u 4 T " $ E 
RE Mueve TR MC MN 


Mad asa ok] solom à mfirsdossc- f 

tiir a adip Jar de: div ete Manoir ey E 
«lit, Prat "DES s TURN m" zh: UNS MU usb PSE , 
tr ie an) sols 00 95 wie ser as AS 


RUN E poni wie NL Pi uh oos dont aub ae 3 
« Hair faut ER SIDE m 45 E RD, EUM 
er nina fe let Spas ME. Tas doikeden zov a6 
ab anty idm YE elk leben punting lex hs om: 


RER aed E pen zl geh Jus dE Sind = 


" 


Shaky tive dif am ben. jette zb aae 
- ^ nm . 14” 


"v - -— -- 
* - - 


" / . " x : ‘< 
Care E ao t = ' - = 


Wirt - rien bone sahil Aa v Dr ERLTE! n ves e: 
L x = = 
. ELA "T TR d. TES 


Taie ^el» 1 E ^ "do at "i Rue "tie ime NIU 


; ay JA vea js diss Dre vts: 


id. 





161 


SUR LES VIBRATIONS 
DES CORPS ÉLASTIQUES ISOTROPES 


PAR 


VITO VOLTERRA 


à PISE. 


Introduction. 


I. Les lignes caractéristiques jouent un rôle trés important dans la 
théorie des équations différentielles aux dérivées partielles à deux variables 
indépendantes. Leur étude a été développé dans l'ouvrage de M. Du Bots 
Rreymonp dont la première partie a paru en 1864 et dans un court 
article du méme auteur qui a été publié en 1883. 

Mais dés 1860 Riemann dans son mémoire sur la propagation du 
son avait montré l'avantage qu'on peut tirer de la considération des 
lignes caractéristiques dans l'intégration des équations différentielles. Les 
idées de RIEMANN ont été reprises tout récemment par M. DarBoux qui 
a consacré un chapitre de son ouvrage sur la théorie des surfaces pour 
les appliquer à une équation qui offre le plus grand interét dans la 
physique mathématique et la géométrie. 

Il serait intéressant de généraliser la théorie des caractéristiques aux 
équations à trois variables indépendantes; mais il parait avantageux de 
faire précéder à cette extension l'étude approfondie de quelques équations 
partieuliéres. Les résultats relatifs à la généralisation des caractéristiques 
qu'on obtient de la sorte, et les méthodes qu'on est porté à suivre peuvent 
servir de guide pour une étude générale car ils offrent le moyen de 
s'orienter et de trouver son chemin dans un champ tout à fait nouveau. 

C'est pourquoi j'ai essayé de généraliser la théorie des caractéristiques 
au cas d'un systeme d'équations différentielles aux dérivées partielles 
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à trois variables qui se présente dans la physique mathématique. C’est 
le systéme des équations différentielles des vibrations des corps élastiques 
isotropes lorsque les déplacements des points sont indépendants d'une coor- 
donnée. Les mémes équations paraissent dans la théorie des vibrations 
des membranes élastiques. Elles sont les suivantes: 


cuu tL) eae EP) x 











ot? 9x ay? ax Vom ! ay 
9?v 2/9°v 9*p ; a 9 [ou . Qv = 
— =a |— — [j^ —— que) (Inc } 
ot? oss us = T a is am 2 er 
9*w /9^w 2) 

= (pl — Z 
ot” Ga a 9y* / e 


où les quantités constantes a, b représentent les vélocités de propagation 
des ondes transversales et longitudinales. 


2. Si nous concevons que z, y,t soient les coordonnées cartésiennes 
d'un point de l'espace nous pourrons borner nos considérations à un 
espace à trois dimensions. Quels sont maintenant les éléments qui jouent 
dans ce cas le méme róle que les lignes caractéristiques dans les équa- 
tions à deux variables? Prenons pour sommet un point quelconque de 
l'espace et conduisons deux cónes de révolution dont l'axe soit paralléle 
à laxe ¢ et dont les ouvertures soient 2 arctga , 2 arctg b. Ces cônes 
jouent le rôle de cônes caractéristiques. Je donne dans ce mémoire les 
formules par lesquelles on peut caleuler les valeurs des fonctions in- 
connues au sommet des cónes lorsqu'on connait les valeurs des mémes 
fonctions et de leurs dérivées sur des surfaces quelconques limitées par 
une nappe ou par les deux nappes de ces cónes. 


3. En partieularisant les formules on peut en obtenir d'autres qui 
ont une application directe en physique mathématique. 

Il est connu que la conception du principe de HuyGnens a présenté 
beaucoup de difficultés jusqu'à ce que Krneumorr donna sa formule 
qui présente ce principe sous une forme rigoureuse et générale. Pour 
les ondes cylindriques on ne connaissait pas la formule correspondante, 
ear on ne pouvait pas la trouver en employant une méthode tout à fait 
semblable à celle suivie par Kircunorr. En effet j'ai montré dans l'Art. 
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11'"* que dans le cas des ondes cylindriques les intégrales qui ont la 
forme de ceux dont KIRCHHOFF a fait usage, sont polydromes, c'est à dire 
présentent la méme particularité que j'ai observée pour les intégrales de 
Lame relatives aux équations de la double réfraction.” Pour employer 
la méthode GREEN-KIRCHHOFE il faudrait alors modifier l'espace par des 
coupures, et l'on trouverait des résultats fort différents de ceux qu'on 
voudrait obtenir. 

Au contraire, en particularisant les formules générales dont j'ai parlé 
dans le paragraphe précédent, on peut trouver sous trois formes diffé- 
rentes lexpression mathématique du principe de HuyGHExs pour les ondes 
cylindriques. Lorsque les vibrations sont harmoniques l'une d'elle se réduit 
à celle qui a été trouvée par M. WEBER dans son mémoire sur l'équation 
Au+k’u= 0,” de la méme facon que la formule de KIRCHHOFF se 
réduit à une autre formule que M. HErMHnorrz avait donné antérieurement. 

Enfin on peut trouver que les surfaces caractéristiques jouent un 
róle dans une question du calcul des variations et l'on peut trouver par 
là une application de ces surfaces à la théorie du choc dans un milieu 
élastique. 


ART. I. Les formules fondamentales. 


1. Les équations que nous allons étudier sont les suivantes 








9^w ,/(9w , ow 
/ — 2 - == A 
(A) am m (zs tas) + 2 
ou [ou , ou 5 a, 9 fou = - 
— = a4 +; BP — a*)—(— + — x. 
| at? (= RE 2 t ( = (= 2s y, ate 


(B) 2° 9? 9 a [0 9 
U 2/90 v 2 2 u v = 
See CT Be eae 90 DIE 
| ot? (Sx ig = in ( 3 la, oz zm =) 5 
ou a,b sont des constantes et lon a 
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Soient a’, 6’, a", b” des nouvelles constantes telles que 


(1) b? L a? T bias a? = pi qua 


on aura 


(2) 


et les équations (B) pourront s'écrire 


) L 
ot? 2x? oy” 





(b^ 





ot? 92° oy? 


Oru u Ou 
| L 2 —Ó 2 um (p? m 


9*v 9*v 9?v ls à 
| — a? — L° (b? — a?) — 


o°v » 
2x0y LE 
9*u 
— il 
GEH 


2. Commençons par trouver la formule fondamentale relative a l'équa- 
tion (A). Regardons #,y,¢ comme les coordonnées cartésiennes des 
points de l'espace et supposons que dans un champ S a trois dimen- 


sions l'intégrale w de l'équation (A) soit régulière. 


Si nous désignons par Y le contour du champ S, on aura, en inté- 


grant par parties, 





ot? 


(3) f'w,Zas = | iunc HE 
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v 
S 


5 


oz! 


a ==) jas 


ay? 


ow „jew ow : 

E w,| — cos nt — a^( — cos nx + — cosny) |a X 
| Il ot E n: Oy D | 
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v 


/ 


Ow, dw 2 / 90; Ow 
— a | ee 


E ox 





ot ot 


ne 





Ow), dw 
4 = )as 


ou w, dénote une nouvelle fonction reguliere dans le champ 5$, et n 


est la normale à la surface Y dirigée vers l'intérieur du champ S. 
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De méme on aura 


Ow, Ow 9/ 9w; Ow Ow) dw 
ur eng S 
t ot ol 9r 9% % y 5) )^ 
ej 
S 





OW) 2 / OW) 9 
= w | —cosnt — a^( — cosnx COS 1 a 
( et ( Ox ale 9y R v) 


te 





Par suite en posant 





av, „(eo w, 9 w;\ 
sd EZ 
(4) et? ( ox? zi: oy? ) Sr A? 
Qu ow ow 
5 — cos nt — a? — Cos? — COS Ni = y 
(5) 5, cos (S cosma + reos) — W, 
Ow) m Ow, 
— cos nt — a*| — cos "a — COS Jt = W ^ 
(6) o; 08 ac <= am Us DU 2 


l'équation (3) pourra s'écrire 


(C) f (e, Z — wZ,)dS = [(wW, — w,W)dx. 


t « 
o 


Ss 


La formule qu'on vient de trouver est la forınule fondamentale qu'on 
cherchait. 


3. Nous allons maintenant procéder d'une façon analogue pour 
trouver une formule semblable pour le système des équations (B). 

w,U,W,,v, étant quatre fonctions régulières dans le champ 5S, et 
les deux premiéres étant des intégrales des équations (B), on aura 
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f X ‚Nas | (eu 29 Pe. (b? a’) =) 
s u) p^ vot" Oa" oy? | ^9x9y, 
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9v 200 09v E MONROE ) 
vl — a’ — D — — (D — a ds 
ds Aes 9x” ay” ( Er 
ou ou 9v 
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Tis C 3 S OS #1 
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2j ay 
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Ou) Ou 9 OU Ov\ ou ou Ov\ ou 9v; Qv 
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=] ot ot da y) 9% ay ax) ay ' dt ot 
S 
roD 53 OW \ Ov; BC 5 = 9v 
=(@ a) (et) AS. 
9x Oy / ox OY oy 


Mais la derniére intégrale qui parait dans la formule précédente peut se 


transformer dans l'expression suivante 


* 91; / , 9 OU) 12 9và 2 OU, „2 00, 
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Par suite en posant 











d'u 9^u au ENERO) 
ja > 2 E (p? dx), p ee 
ot 9x oy 9x91 
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Ou ou ov) ou ov\ 
= COs i (0. — b’? — | cosna — (e ——— q?-—J|cosmy = U: 
| AS ( in | à ay 2] y : 
(8) | ° Ov ° ov ou 
v 2 "n2 u " 2 : 112 7 
— cos ni — (a —a’’*— | cosna — (65 b cosny = V 
SE ( 92 =) E ( ay zh BT > 
ou) pom us 2 95 529v; 11 
mesh c ow sn = = —- j 
i cos nt (ez +h cos n (a = — a", ) cos ny EB 
(9) ° Ov ou es à 
UA DE ‚our 2 OVA 129 7r 
— cos nt — (a — a’*—) eosnz — (6 b cosny = V 
Sr cos nt — | = s) (M 5 + 9°) cosny = Pr, 
on aura 


(D flu X + Y —uX, —vY, dS = [uy + vV; —wuU — 0, Vad 
S 2 


qui est la deuxième formule fondamentale qu'on cherchait. 


ART. 2. Les intégrales fondamentales. 


1. Soit e(r. &,7) une intégrale de l'équation 


LED MC PRO 
(1) SET 2? 


OT 





il est evident que 

(2) w= e(t alt, —t),z—2%,,y—y,), 

f,,7,,9, étant des constantes arbitraires, sera une intégrale de l'équation 
(A) en supposant Z — 0. De méme on vérifiera aisément que les deux 
systèmes de fonctions 


= 9g (a (t, za € 25,13 1:91) 
— à ; 
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(3) 
| Le 


. 9g(b(t, — t), —2,,u — 9) 
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E 9c (dit, xit) Cee 3 VE y) 
= oy 


I 
© 


satisferont aux équations (B) si l'on suppose X = Y 
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(A), (B, X, Y ,Z étant nuls, en intégrant l'équation (1). 


2. Soit 


3 


D = VE + 7°; 


on aura tout de suite deux intégrales de l'équation (1) 


(5) £, = logp, 
(6) ®, = clogp. 


Mais considérons les intégrales de l'équation (1) qui ont la forme 


e = dA) 


Din 


L'équation (1) alors se transforme dans la suivante 
8*(v — 6’) db" + Alan — 07)d' + n(n — 1) = o. 


Examinons les deux cas qui se présentent lorsque » = o, n — 1. 
Dans le premier cas on trouvera l'intégrale 


d; log (0 + Ve? — 1) 
qui sera réel si # > 1, ou l'autre 
d, = arc sind + const. 


qui sera réel si |@| « 1. 
Dans lautre cas on aura l'intégrale 


pue = 
iners a + log (9 — Va — 1) 


Ue —-1; OU 


A? 


- ve) : 
y, — — + are sin 0 


a l'O I. 


~ 
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Dans tous les cas on prendra les radicaux avec leur valeur absolue. 
On tire de là les intégrales suivantes de l'équation (1) 


( ^ = 180 ie 
- ] 2 VUES. E 
| fire em ya + log (0 — ya — ı)|, 
qui seront réels si 0 > 1, et 


| €, = arc sin 0, 


| pu (ee — ee are sin), 
qui seront réels si |@| « r. 


3. Nous allons maintenant chercher les intégrales de l'équation (1) 
qui ont la forme 


g = v'(f(8) + logpx(0)) 
dans le cas 0 — 1. L’équation (1) se transforme aisément dans l'autre 
Coe) + leno En if 1207) 
+ log o(8*(x — 0*)y" + Alan — 0?)y' + n(n — 1)y) = o, 
d'ou l'on déduit 
( | 8*(1 — 8)" + 6(2n — 6)y' + n(n — 1)y - 
7) | 8*(1 — 0f" + 6(zn — 0)f' + n(n — ı)f + 20^y' = o. 


Supposons maintenant n = o. En s'appuyant sur les résultats précédents 
on pourra prendre pour intégrale de la premiére équation 


X, = arc sind 


et par suite en intégrant l'autre on trouvera pour f, 


a 


fh, = | log (1 — 0°) — E 
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En ajoutant à f, + logo.y, l'intégrale c, aprés l'avoir multipliée par 
une constante, on trouvera 


a 


PE, =e+ sg 0 


0 


dd 
AREE 





. (are sin 4 + c) 


qui sera une nouvelle intégrale de l'équation (1). Les quantités c, c' 
qui paraissent dans la formule précédente sont deux constantes arbitraires. 

Faisons maintenant » = 1 dans les équations (7). Pour intégrale de 
la premiére équation on pourra prendre 


_ y41— 6 
hat + arc sin d 


et en intégrant la seconde on aura 


= — ET — H°)d0. 


En formant l'expression 
(f, + log px) + 0, 
nous aurons 


Fa (4 


N 


D, = r| c— x E log (i — 6*)dé + logo LE + arc sin 8 + e) 


qui sera la derniére des intégrales de l'équation (1) dont nous nous ser- 
virons. 


4. Employons maintenant la formule (2); en l'appliquant aux trois 
intégrales ¢,, €,, ¢, on trouvera 


\ alt, — t) di EE SEE RN 
Bm Ey), 


a(t — t) 
(8^) 4, = arc sin “ae + €, 


, — ft 
(8”) w, = C + | log (1 — 67) E M EE log r(are sin au a 1) 


iF tc), 
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où l’on a posé pour simplifier 


$=} (ee)? de 34.4 
BET hr et ey qr ree qe 


à 
Dans la premiere intégrale nous prendrons le signe supérieur lorsque 
t, > t, et nous prendrons le signe inférieur si f, « f. 


5. Appliquons enfin les formules (3), (4) aux intégrales ®,,®,, 0,; 
on aura: 
en partant de @,: 





Har 
i He (y — y.) = V mo, 
(9) x 
a a 
= — = (8 — Ty) = —— co, 
> > 
“= zl-2)= —cosa, 
10 
(10) 5 ae 
n zi (ie) = — sing, 


2° 





Qa Q 
| Co a (y zx, A ER samo, 
I 4 
113) Qa Dar, 
Pc a4 Tae )— — 0080, 
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(14) 
" 


ou l'on a posé pour simplifier 


2 


et Ys 
Oel n 


er 





= + a(t — t, (arc on 2! 


BR, Nee: N ge 
V 1 / \ 1 


UC GE CET) \ 
Q, = B, log (= ) + bit — ^, (are Sees — c); 
€1 / 
Hom NEBST n P, = Vr? — b, — ty, 


z—-r y — 
COS 9 = — —., SMO) == Ses 
LU dy 


ART. 3. Calcul des quantités conjuguées aux intégrales 
fondamentales. 


1. Nous appellerons quantités conjuguées à w,,w,,v, les fonctions 
W,, Uy’, V; que nous avons introduites dans le premier article. Il faut 
maintenant les calculer pour les intégrales fondamentales que nous avons 
trouvées dans l'article précédent. 

Ce calcul ne présente pas de difficultés. Nous en donnerons ici les 
résultats 








i, — 1 
(1) HE = (cos nt — a? — cos nr); 
Va LE 
: ] —t, 
(2) Is = P (co osnt + a? i 
- a r? — a’lt — t) —t, 
(3) W, — P, log (MM *) (eos nt + a? “cos nr) 
2 COS nr alt — t, ) 


— à (are sin — ——— "ien 
r Y r 
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ug : 
ou l'on a posé 


COS AT = COS NE COS © + cosy Sin e. 
2. Les expressions de U;', V; sont les suivantes 


> I u: ; I 4 Im [e 
|^ = up de cos nt Sin e + 5 (a? + a?) cos ny + 5h Zu Rp 




















E IK 
Ir. = a = cos nt COS a — ; (a + a’’) cos nz— l'a Ra, 
Ws I al, —t ay à I 2 TON anne d ut | kt 
E bn —b —- cos nt cos & + (b* + 0"*) cos nz + - k apt Pags 
Lo n 2 2 À 
(5): 
1 I =u . I 2 ; the Al 
Ir. = im = cos nt sin © + 50 + 55) cos ny + SB) + RB, 
a a a* 1 — cos nt sin © AN (a? +a’) cos uy + 2 Kal P ul g 
| Pod: = S" s 5 os ny + > d aß: 
6 
(6) ; I S an FN lp 12 Il ke 
Wh secum cos nt cos w — > (a^ + a ere 
|—t E 
Fe = = b? A cos nf cos © + : (b? + D?) cos ux + > l'a SE P, di 
x y; L|. po '—^ cos nt i I (5? + V?) cosny - Vgl 4- PSB 
4 ar; 5 cos nt sin w + = ( + ) cos ny + > "B + TO: 


ou nous avons posé 
| a = cosmx cos2@ + cosnysin2w,  - 


(8) 


| f = cos na sin 2w — cos ny cos 20. 


3. Pour obtenir U7 , Vi, U; 5 V,, posons 


ae) 
TCR CILE LE 


r* — a(t — t) 
(9) Ma slogb cer M, = log = 
: t—t . b(t —t 
(9’) N, = are sin € — 4) + €, IN, — ane sim LU tc; 
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on aura (voir form. (15) art. 2) 
= P,(M, — 1) + alt — t,) N,, 


(10) 
lei p, inf, m) CN 


et par suite 

















TI M, ai > = I 2 "n2 ^3 I RE 
U. ae, ‘sin @ cos nt — - (a Ta ) cos ny — kB 
EE k^ 
RAE sin e cos nt + Qs zs P: 
(11) 4 
M, t—t I ; Ij, 
y; = = |a cos w cos nt ape CA + a'*) cosnx + - ka 
a x z 
a k 
— NS cos w cos nt — Q zs 95 
T1 M t—t I "n I " 
UE le b* —— cose cos nt.— > (b° + D?) cosnx — 5k d 
Des iE 
+ - .N, cos e cos nt + Qu s 
= 
(12) 
M, t 


Mo Eus — sin @ cos nt -— (b* + D'?) cosny — KB] 


lj gs k 
+ „N; sin w cos nt + QB. 


ART. 4. Valeurs des intégrales fondamentales et des quantités 
conjuguées sur des surfaces spéciales. 


1. Conduisons (voir fig. 1) par un point quelconque z,, y,,/, un 
cône de révolution A ayant laxe parallèle à l'axe ¢ et dont l'ouverture 
soit 2A; conduisons ensuite un cylindre de revolution C ayant le même 
axe que le cône et dont le rayon soit e; et enfin un plan T passant par 
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(z,, y, , f,) et perpendiculaire à l'axe f. 
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Nous allons caleuler les valeurs 


des intégrales fondamentales et de leurs conjuguées sur ces surfaces. 


Bug 


2. Désignons par 4, 


coordonnée / — f,, et par A, l'autre; prenons la 
On aura alors 


dirigée extérieurement au cône. 
cos nt 
COS AT 


COS NY = 





où le signe supérieur est relatif à 
Ags 


Elles sont les suivantes: 








la nappe du cóne 


1 
[ 
! 
1 
I 
| 
[ 
| 





dont les points ont une 
normale n à cette surface 


+ sin À, 
COS À COS ©, 
COS À sin o, 


COS À, 


ES 


cotg À, 


la nappe A, et l'inférieur à la nappe 


On tire de là immédiatement les valeurs cherchées sur le cóne 4. 








a qv es ; = a cos? — = 
(2) wm log (25+ VE — 1) (DIET P — Vai — tg à, 
(3) wy, = # arc sin = +e, (SORT EG SE 2 ans Vig! à— ai, 


> 
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TEM 
EA 
1 "E d 1 eel teats Sp COO Tg 3 
(4 wı=c+ |-Ig(ı — I a ogr.(Faresin. + e'), 
. 3 
asin À AUN Eo a* 
^b Win v log | r( 1 — ) 
(4) 3,4 -—- " tg? À D to? A 
9 eos A f __ 4 a oN 
—— (gi are &n- à 
= (+ ne EID eg JE ) 
a^ T , 
| = i7; Tino, 
(5) | e . 
a? 
v —— SS OSD 
1,4 te” À , 
= a” ms x 
| Uy), V e; 1E eos sin o, 
’) D 
(5 cm 
73 a? k 
| Via = he I y cosa COS w, 


Hair I3 
| — ego LSU 
. 1395. 
NU ION 
Vo, 1 = iv; — ISIno, 


T ba k° n : 
Us, = V = — 1—cosi cosa, 
À tg” À D 


m b* Be Pm Asi 
21 = V paz 1, cosA sina, 


5 


V: a* 
| By cupa 


(6) 








5 


E a? ok 
= — I — —.— — COS À COS o. 
to? Ar 


ve à CL RER - 
$47 I — #33, 934 sin e, 


cc 


Sur les vibrations des corps élastiques isotropes. 177 














Tr "1 b* k° 5 
U; = I — =, — COSA COS 00, 
= ig A r 


x | TIRE 
A AERA =; UN 1 s 
Via: ir COS À SIN ©, 





, wi Q,, 4 = 
Us 4 = “sing, 
(9) 2 
Us, = — 0080, 
T $ 


5 a : k al 
Jo = E = Nis =; == Q,,4 COS i| sin o, 


a : I ne 
Vi = — E - N,,8nÀ + Pr Q,., cos i| cosa, 


T 
































Quai. 
Ue a = = COS €, 
(10) 
| Qua : 
Ug. ı = sin ©, 
= 
br= D mere E : 
| 4 =|+-N,,sind+ 5 Q, , cos A] cosa, 
T , lj" 2 
(10°) 
- mW b m oer. k alice 
| V | + N, sin À + 2 Q, , cos A | sina, 
ou l'on a 
CASTRES HE t'a (arc sin + c) 
a Aer tg’ 2 eo e to! À | te À V 2 feat , 
(11) 
* 7E r { BE AA b / TU 
( -w es og (? p =) x — (are sin —— + €), 
Q» A I I fee OR En ( to? 1, "s tg A ( tga Vi 
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E . a 
| Nua = ¥ are sin i + €, 
(12) 
x, Sob 
| Nia = Farc Dre +e. 


Tr 71 


Il est évident que les valeurs de w,,, Wi, 4,4, 9j 4, Uia, Viva 
seront réelles si tg A <a, tandis que les valeurs de w, ,, W, ,,w, 4, W, 1, 


Th 


= 71 wer 7! = > E = 
Us: 45 Us > Us ls dis Unis VO V; , seront réelles si tg A > a. 


> 


De méme il faut que tgA < D, afin que w,,, v,4, Us',, V;, soient 


réelles, et il faut au contraire qu'on ait tgA- b, afin que wU,,,7, ,, 
Cis Via ais Weds Cag AURA Ve oleh Gees: 


3. On tire de là que sur le plan 7 on aura des valeurs réelles 
pour We 4, W345 Usa » du, Us do, €t pour leurs quantités conjuguées. 




















Pour les trouver il suffira de prendre À =<. On aura alors 
/ + a 
(13) a (13^) Mr, 
, , 7 a 
(14) Weg — 6 12.064100, (14’) Wir = += logr, 
logr—1 . "TES RI 
pL - sin e, Lew c 
= ; = 
(15) (157) 
log r — 1 - CE 
Vs p = — 7 C08 a, ee „ Cose, 
log r — ı be 
| Ue p = —- COS @, | Uy, = +—cosw, 
: » = 
(16) (16°) 
loe r— I. be . 
le, See sing, Ver = +—sinw. 
= : = 


Il est évident par la maniere dont ces valeurs ont été trouvées 
quon devra prendre le signe supérieur si la normale au plan T'a la 
méme direction que l'axe /, et qu'on devra prendre le signe inférieur 
lorsque la normale au plan 7 aura la direction contraire. 


4. Il nous faut maintenant déterminer les valeurs des intégrales 
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fondamentales et de leurs conjuguées sur le cylindre C. 


male dirigée extérieurement au cylindre, on 


et par suite les 


(18) 


(18) 


cosnt = 
Cosma, — 


cos ny = 


cos nr 


y — 





aura alors 


valeurs cherchées sur le cylindre seront: 
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Prenons la nor- 





ACT AC, Sr 
wi, = log (++ CAT 1); 
> € / 
. alt —t 
Wy ¢ = arc oS +6, 
alt—t,) 
s de Fi t—t) 
We — € + J tog (1 — 0); + log (are sin À e), 
o 
a” ti —t 
Wie=+- = = . : 
Va. cape t 
a? A 
W,.= = > 
ve a(t — t,)* E 
Er — 0): 
s \ 4 
a * log | c | pate ee AGE) ma 
Wie == — {are sm — +0), 
Vera): € = 5 
ae: 
X 
see 
| eva - — COS ©, 
08: ren + k vart, =) — sin ©, 
; va*(t, — t) = = 
z — fat, —t — e 
| p =a u #: y volt : EEE Nu 
As Varlt, — 1) — e? £ 
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DIL RE 
Use = MENU ERE M: COS ©, 


€ 


b(t, —t)?—e* . 
Vy e == Wen sin o, 


€ 





A 
— COS (0, 


evans Pape) ae 
| Ur, h* cos e Tn vb*(t, — t) 


Pape e 
(19) 
b? si b? t—e' 
Du S sino | zb y (t, N a 
; yb*(t, —t)? — e? 


F a* sin © VE — a*(t—1)* . 
Uy RES + I JEN ETT E 
Ner zs se Vz) - 
(20°) 
V: a’ eos e ,ve—a(t—1)* 
c= ATEN E —GO03 (D, 
ve— at — t) 


(21) 





|. „artr 





b? eos nca 
| oe ACER Ee = Pr TR 





a ren z 
Ve? — b*(t— n) € 
(217) er oa AM. | 
^ h? sin , EGESTAS E 
ii. — — nn k' VERRE oO, 
VE 3 PEt.) = 


Wa, 


Ch oe 
| i siu e, 
: € 
(22) 
Que 
De = — COS (0, 
: € 
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E 5 M, c k° Steed 
WEEE = (— a? EE = Q, sin ©, 
| ; ver Bath) a = v e) 
(22) 
; M, 5 Y 
| Vic = (e a ED Que) COS ©, 
Ve*— a" (t — t,) € 





Qc + 
tec cosa, 





e Mc k 
| Uy =(-’ ——— + 





; Qc) cos ©, 











oe M, CRE 
| Vee = (— b? en: + = Qc) sin e, 

ou 

| M, ; — log re 
(24) iat 2 2 | t 

Le. c= Ve a*(t— 6) log LEE? ) + a(t—t,)(are sin ir) c) 

M, = log += em x 

(24) 


e* — b'(t—ty 








) + b(t—t,)(are sin West) +c). 


lI 


ART. 5. Applications des résultats précédents à l’équation (A). 
Premier cas. 


1. Employons la formule (C) du premier article en prenant le 
champ S de la wmaniere suivante. Conduisons le cône A tel que 
À-«aretga, et par une surface s limitons dans son intérieur une partie 
contigué au sommet. Retranchons enfin du solide ainsi formé, la partie 
intérieure au cylindre C. Le contour X du champ 5 qu'on vient de 
définir sera formé de parties du cône, du cylindre, et de la surface o 
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Ü 


que nous appellerons respectivement A’, C', s. Deux cas pourront se 
présenter: ou tout point de S aura une coordonnée / « £,, ou l'on aura au 
contraire ¢>¢,. Les figures 2, 3 représentent les sections des solides 


Fig. 


t3 


Fig. 


i2] 











6’ 





obtenues dans les deux cas par un plan parallele à l'axe ¢ conduit par 
le point x,y,t,. 


2. Observons maintenant que dans l'intérieur de l'espace S la fonc- 
tion w, (voir article 2) est régulière; par suite on pourra substituer dans 
la formule (C) du premier article w, à w,, et en remarquant que Z, — o, 


on aura 


(1) fw, Zds = f (wW, — w, W)ax. 


AN+C +0 


Lorsqu'on fait l'intégration sur 4A’, on doit prendre la normale dirigée 
vers l'intérieur du cône. Par suite sur A’ on aura 


Ww, = Wy 4; W,=—W,,,. (Voir article 4.) 
Au contraire sur C' on devra prendre 

1p, —— Wie) = Wis: (Voir article 4). 
Observons enfin que sur A’ on aura 


ly rdtdo 
Qc = —— 
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et sur C', 
dX = edtdw; 


la formule (1) s'écrira done 


rdtdw 
cos 4 


fw, Zas = f(wW, — wv, W)da— | (w W, , + w,ıW) 
S Ca t 
t 


En e [(w W,,c— w,,cW)dtdw. 
V. 

Si lon fait croître À jusqu'à ce qu'on ait À = arc tg a, on trouvera 
W, ; = w,,- © (article 4, formules (2), (2), et par suite l'équation pré- 
cédente deviendra 

f. Z8 = f (ce W, — w,W)de' — e f (wW,,,.— w, c W )dtde . 
S c (5 


Diminuons indéfiniment e, on aura (voir article 4, formule (17), (177) 


lim ew, ¢ = 0, lime — a. 
e=0° s=0 
Fig. 4. Fig. 5. 
E E 
mut, Ga / 
TY va 
A0 e N ; 
BZ S N Sa 7 
4, Ys , 
AY - JA 
[4 N / 
x 7 
x 24 
V xayt, 





Si nous appelons done (voir fig. 4, 5) S, l'espace renfermé entre le cône 
A® dont l'ouverture est 2 arc tg a et la surface e, et que nous désignions 
par o, la partie de o intérieure au cône, on aura 
th 
Je Zas = ((w W, — w, W)do, + a’. an | wdt, 
Sa a fo 
f, étant la coordonnée ¢ du point où la ligne x = z,, y — y, rencontre 
la surface s. Dérivons par rapport à /, l'équation précédente. Nous 
obtiendrons 
Dido: STEEL, - Ca (3 
(2) wa, yis t) = #3 — [(wW, — w, W)de, + SHE | w, ZdS. 


Sa 








Ca 
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Mais (voir article 4, formule (2)) w, est nul le long du bord de la 
surface c, et du cône qui limite le solide S,; par suite on aura (voir 
article 2, formule (8)) 





^ E L 
° = Ow a E 
= | [UA Wdo = | = Wdo, = 3E | or Wdo,, 
Ga Ga Ca 
3 v (C “Ow & a 
2 | 248, = | du REN | aI S 
9f, € E 9t, 3 Val, — 1 pi 
Sa Sa Sa 


En substituant pour W, la valeur trouvée dans l'article 3, la formule 
(2) pourra donc s'écrire 


a 


? Ä \ 
(By os) — | Jai eee (cos nt — a? = ! cos nr \wde, 


270 Ot, | (t, — )* — r* 


Ga 








a? 


1 1 IM. 1 
cr nl lx PEAK: / — — ern 
+ 2za | \ a 2 ©, + 270, va *(t, XE, t)? E yr 








m &—1y--r 
Ga 
Observons maintenant que W est connu lorsqu’on donne sur la sur- 
face o, les valeurs des dérivées du premier ordre de w, ou lorsqu'on 
connait sur cette surface les valeurs de w et de sa dérivée normale. On 
peut donc énoncer le théorème suivant: 


Lorsquon donne les valeurs de w et de sa dérivée normale le long de 
la surface o, et quon connait les valeurs de Z dans l'intérieur de S,, on 
peut déterminer la valeur de w au sommet du cône. 


A l’aide de la formule (E) on peut effectivement calculer cette valeur 
par les valeurs données. 


ART. 6. Suite. Deuxième cas. 


1. Supposons qu'on ait À > arctga, 24 étant l'ouverture du cóne 
A. Limitons par une surface & un champ extérieur au cône, contigu au 
sommet, et retranchons de ce champ la partie intérieure au cylindre C. 


Partageons le solide ainsi formé en deux parties par le plan 7, et 
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-appellons S’ la partie dont les points ont une coordonnée ¢ <¢,; S" 
l'autre partie. Le contour X' de S’ sera formé des parties des surfaces 
c, À4,. C, T qu'on désignera respectivement par o', A’, C'; T'. : De méme 
on indiquera par c", A", C", T" les parties correspondantes du contour 
X" de S". Evidemment les deux surfaces 7’, T" coincident, mais on 


devra prendre différemment la direction de la normale sur lune et sur 
l'autre. (Voir fig. 6.) - 





2. Appliquons maintenant la formule (C) du premier article aux 
deux champs $’, S" en prenant w, = w,. Nous choisirons pour valeur 


de la constante C , +- selon que l'on se réfère au premier ou au 
? 2 


deuxième champ. Appellons w}, w; les valeurs de w, dans les deux cas; 
^on aura fer: ol 





Sym I mede : à i 8 x , « 3 . rdtda 
Jizas =f W, — eh yia tfe Was Fr 3,417) cos À 


c e [We — w; o; W)de dt + f (we, . — w,,W)rdrdo, 
e = : T 





2 : „rdtdo 
w, ZdS" = | (wW, — wi W)do' + | (wW,,— w;,W LE 
fr | J 2 " 3h „A „A lm 


+ e floue W)dodt + [(wW,r — w/,W)rdrde. — ' 
e T' 


Si À diminue jusqu'à ce qu'il devient égal à are tga, wi), 1, We, 
deviennent nuls (voir article 4, formules (3), (3) par suite les deuxièmes 
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termes des seconds membres disparaissent des équations précédentes. De 
plus les troisièmes termes tendent vers zéro si e diminue indéfiniment 
(article 4, formules (17), (17) on aura done à la limite 


(1) fw Zas = [(wW, — w; W)de + f(w Wir — wi, W)rdrdo, 
S : T - 


co 


(2) IE w, ZAS"— f (wv W,—w; W)de"-4- if (w W, 7" EN wj ,W)rdrdo, 
s $ T 


ou 7’, T" dénotent 7’, T" prolongés jusqu'au point c,y,f,. 
Prenant garde aux directions des normales à 7’ et à T" et aux 
formules (13), (13') de l'article 4, on aura 


i W, ,— w,W)rdrdo + "(un W, 7 — w;,W)rdrde =z 9v rdrdo 
‘ J J t 


Fie 


par suite en ajoutant membre a membre les deux équations (1), (2) 
on trouvera 


f wi ZaS' + [wy ZdS" = [(wW, — wy W)de' + f (0 W, — wy W)do" 
S S" e e 


ow 
+ z.{ —rdrdo. 
fe rdi 


Appellons S, l'espace renfermé entre le cône A dont l'ouverture est 
2arctga et la surface o, et désignons par o,, la partie de o extérieure 
au cóne, 

La formule précédente pourra s'écrire 


= : a(t — t,) Y A Qr T 7 
(3) | arc ein . Zd8, +, / ASE 3| 445 


Sa 


> 
j t—t 
-j |, (cosnt + at eosar) w — ave sin“ er z Ww) Ww | 


TA [n do’ +- 3 J Wie" +7 IE: r dr do. 


= 
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Il suffit pour le voir d'avoir égard aux formules (2) de l'article 3 et aux 
formules (8" de l'article 2. L’equation qu'on vient d'écrire est vraie pour 
toute valeur de /,. On peut donc la dériver par rapport à cette variable. 
Remarquons que 


9 ow 

KEN EE = | —cosn "da, 

2s 5p ' drda E cos nt. 2 y dr da 
iy 


sin (tn) 
T 








| étant la ligne d'intersection de la surface o avec le plan T. 
D'ailleurs on a 


1 


t Jesi E are ) as, Tz ;j 48 — jzs| 


Sa 


= -fs Zag. +. tj de; 


°| fl (cos acp IE on nr ro — arc sin zn Wide, 





SM do’ e wel 


dl 


sin Gin) 


3 2 
Tor 7 (cos né er — eos nr Juda, + fu: Wdo, — “ih h 





Ca 


Par suite la dérivation de l'équation (3) par rapport à /, nous conduira 
à la formule suivante: 


-£) V 
— cos nr wd o, 


JE ZdS, + z f Zrdrdo = 3. Jr. (cosnt + 








E Wde, — -[w aie +7 | — cos nt que + | —rdr do. 
sin (£n) AS sin (Im) J 8t 
n T 
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Mais (voir article 1, formule (5)) 


I 








/ . . ow jw cos nx , dwcosni 
es W + sr cos nt) EE *( — + :) 
sin (tn) et da sin nt 9y sin nt 
ow ow ow 
2 2 
= (A | — COS YX — COS 9 GT 
E LOG Oy - x) = au’ 


» étant la normale à la ligne / située dans le plan 7 et dirigée vers 
l'intérieur de 7’; et (voir formule (A)) 


Par suite La 1 see 





uy de (cos nt se sh uds, 2 Was, ED P. ZdS, 


Ca 








: S C EC UR | 
1 7 


aa 


Le dernier membre est nul par le théoréme de GREEN, on a donc 








(F) ee fe ea ‚(cos nt +" en nr )wda, 
9t, vr > 


*— a*(t—t,) 


Ca 


Ier 
———————— Wdo JF ——- ZdS, 
=== SEE Vr WP ) Boe 











c'est a dire: 


Entre les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre le long de 
la surface o, et les valeurs de Z dans l'intérieur de S, a lieu la relation 
exprimée par la formule (F). (Voir fig. 7.) 


3. Tächons maintenant d'exprimer la valeur de w dans le point 
7,,1,,!, par les valeurs de w et de W sur a, et celles de Z dans sS,. 
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A cet effet, nous appliquerons la formule (A) du premier article en 
prenant w, = w, avec 


Fig. 7. 





selon que l'on se réfère au premier ou au second champ. Nous appelle- 
rons $4, w;, W;, W; les valeurs de w,, W, dans les deux cas. Nous 
aurons donc 


rdtdo 
cos À 


fu’ ZdS' = f(w W; — w,W)do + [(w Wi,— w34W) 
s c A 
+ 8 [(wW;,. — wi,W)dtdo + f(w Wir — wi, W)rdrdo, 
c pi 


rdtdw 
cos À 





fw ZdS" = f(w Wz — wy W)de" + f (wWz,— wy, W) 
S. A" 


d 


ar ef (w Wie — wi W)dtdw + f (ww; — wj,» W)rdrdo. 
e 7" 


Si l'on fait diminuer À jusqu'à ce que l'on ait A—arc tz a, les deuxièmes 
termes des seconds membres des équations précédentes tendent vers zéro, 
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et méme les avant-derniers termes s'annulent si ¢ diminue indéfiniment, 
A la limite on aura 


(à) — fwiZaS = f(wW; — u; W)da' + f (wW; , — wi, W)rdrdo, 
S o T 


(5)  fwr'zas"— J (e Wz — wi W) da" + fo Wie — wip W)rdrdo. 


Remarquons maintenant que 


ie w 


p , 7 z ° 
Jin 3,7 — Wr W)rdrdo = J [= w° log r + (7 + 5 log r) alt dr de, 


«lt 


T 


Jf (v W;r — W3'7 W)rdrdw - fte: logr + (7 — “log r) = r dr de, 


T 


par suite en ajoutant membre à membre les deux équations (4), (5), 
on trouvera 


J wi Zas + fur ZaS" = [ (w W; — w;W)de' + fw Wy — wy W) do" 
Ss” a c 


S 


h T QUE s 
+ 2 | (7 + Tlogr) D rdrdo. 
T 


Substituons pour :w;,:w;, W;, W; les valeurs qu'on tire de la for- 
mule (8") de l'article 2 et de la formule (3) de l'article 3. En posant 
pour simplifier 
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Je p ) + log rare sin“ 9 za, 


: (9 Tc slog) Zi" 


s" 


a Fe at): t—t, cos nr . a(t—t 
|= log (em) (cos né a? ——23 cos nr) — a? Uv arc sin =] w 
5 = = = 


cp = A + logr. mint Ww lus, 


— 6 EP a ET dg! — Jie A 
UC = “log r) Wado’ -[ (a -— “log r) ras" | 


5 


nous aurons 


«f (a + Slogr)Zas — 











+ : f (a + “log r) 5, 'drdo. 


Dérivons par rapport à £. Par un calcul fort semblable à celui qu'on 
a fait dans l'article précédent, on trouvera 


= IE Fa C0 zas, + 2 | (a + * log rt 


T 


a’ cos ur a 1! — a^ (t — ty i— 
- [95 = wd. +2 E 7 log (aaa) (cos nt + a? 
(* —a — x. ^ glogr di 
PET Cw do, — Ta NL ou LEID 
I 


e cs n) Fm ef (9 + Zlogr) =? rdrdw 


d 
p cos t ——_-. 
et sin (fn) 








t, N 
cos zr \wdo, 


Ca 
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Examinons la somme des termes du second membre où paraissent 
les intégrales étendues sur la ligne /. Elle. peut s'écrire 


EO logr dl Ds A (ow = dl 
= =| EET. (in) == 2 f (1 ae “log r) lar cos nt — W ) sin (in) 
; 4 , 


1 














mero an; ^ glogr dl 3 z AX ow 
= za? | w on Uc E 4 +Tlogr) 2 di 





sin (tn) 
7 i y P 
rn s zuo. en 2, | aw 
= 70 j (log, tale dl + 2a°q à dl. 
T I 


On trouve par suite 











res . 


Ga Za 


a. r* — a(t — &y E LEN ^? — a*(E— ty a 
+ | p, og (———M, Wade, + n ( = )ZaS, 
Sz 


^a? cos nr = 9 (a T! — alt — ty à t—t = 
| = "7 wdo, + =. log ( 2) (cos nt + a? ; “cos nr) de, 
t 1 





ih — | (7 flog) (oe — Z)rdrdo E 
J 


BOA es Ets ZIELEN : 
24 s di — za | (log Te : ) il 
2 1 | 
Esso c 9'w,, Sw. ow 
= 24 JG + )ra do + f dl 
T 1 








i J (= + us) log r.rdrdeo + [ (log pe ea 
P T H 


Mais le théorème de Green nous dit que .des deux termes du second 
membre le premier est nul et le second est égal à — 277a*w(x,y,t,). Nous 
aurons donc la formule 


Sur les vibrations des corps élastiques isotropes. 193 











E hg a cosnr 
F’) v2 ,y;h)=—-— | EA ZU: 
( ( 1? 145 2) 27" rr — asp a 
Ta 
^» 

I 9 I 7 — a*(L— ty t—t, - 

== J o — M ( à J ) (cos nt + a? —— eos nr uda, 
DE a at, yr? E ae oe ty T T 








I E RNA (D) ee 
zt or = — leg (- = 1) | Wdo, 
27 a I3 *(t — ty* D T 








Cette formule fait connaître la valeur de w (x,, y, ,t,) lorsque sont 
données les valeurs de w et de ses dérivées du premier ordre sur la surface 
c, et celles de Z dans l'espace S,. 


ART. 7. Application des formules fondamentales aux équations (B). 
Premier cas. 


1. Faisons dans la formule (D) du premier article #, =, v; — i 
(voir article 2) et définissons le champ S de la méme facon que nous 
avons fait dans le premier paragraphe du 5°% article. 


En remarquant que X, — Y, — o, on aura 


f( (u,X + v, Y)dS = f(y + vVi — uU’ — v,V")az. 


c -A'-- C 


Tr, 


Si À devient égal à arctga, Uj',, Via, 4,4, v, deviennent nuls, par 
suite dans cette hypothèse l'équation précédente pourra sécrire 


(1) f (X + v, Y)48; = f («Ur + 0 Vi — uU — n V^)az, 


Sa GatCa 


Beta: 20, désignant S', s', C lorsque À = arctga. 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 5 juin 1594. 25 
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En posant pour simplifier 


TET 30, —1 
gre eom Mise Da Ceo HG 
(2) 2, = | n. | ( a ——— cos nt sin © + 


- 
(a? + a?) cosnx — - k a) e| 


(a? + a?) cosny + Bu 


D | 


D | — 


t —t 
— (c + —— cos nt COS © — 
= 


, 


R, : = 
— — (U sin © — V" cosa) | do; , 
= 





on pourra écrire 


a 


= = - = R, 
f (uU + Vi — uU — v, V^)de, = 9; + | x (fu — Kav) do}. 


t 
Ta 


En prenant garde aux formules (18), (18") de l’article 4, on aura 





L o rj 
a” SIN e . 
S| (u sin o — v cos w)duw dt 
LE 


f («Uy --vV, — uU’, V")d0; = € | ES 
. Wai, em t) E 








Ca 
Ca 
Jat, —ty —e,,, … , s 
+ | vats — (k’u sin © — k'v cos w)do dt 
Ca 
a(t, —t)?—eé 7, . 7 
= | Re) (U' sin wo — V" cos ode dt. 
C'a 


Mais sur le cylindre €’ on a 








Nt : a J-a*9v a? 4 a ou 1» ou dv\ . 
U' sin © — V" cos © = — —— — —— --[(—xk"—-rk sin 2c 
2 Ox 2 9 hs 2 ( ET Sp oy 
TOO , Ov) 
pred diae; ) cos 2 
2 21 Ou 
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en posant 











ou ov on av 
2m = — k"— k'— En ee -k—; 
PECES : mm "x 
done, si pour simplifier on appelle p, l'intégrale 
4 a^ sin o ; 
| S2 (usin w — v cos c)d« dt , 
e vat, — I)" —e& 
Ca 
la formule (1) s'écrira 
Xe Vyas — a + [eq “av)do! + © 
(3) JC Too F)ds, = 9; + N Pu — k'av)do, + ep, 
Sa t 





- 


[ (4, — 4) * (k"u sine — k'v cos w)dodt 





C. 
"fa^ + a "dv a? + a "ou " \ ya(t, —t)?— e* 
— | ( ae MET + msin2w + n cos 2o) ) ~~ dot. 


2. Substitutions maintenant dans la formule (1) du premier article 
4,, v, (voir article 2) à w,, v,. Faisons augmenter louverture du cône 
A, jusqu'à ce que l'on ait À = are tg/, et désignons par S; et 9; ce que 
deviennent le champ S et la surface o. Par un procédé analogue à 


celui suivi dans le paragraphe précédent on obtiendra la formule 


R, 


2 
T 





(4) f (X + Y)aS; = 9; + | (kau + k'Bv)do, + ep, 


So 


ob 





Wet —9:— e 
| NDERIT (kw eos e + k'v sin w)do dt 


€ 


Cy 


“ii? + Bout, BE Baw RT PE DE 
+ Ji T 2 $t : x —_ + nsin 20 — m cos 20) \ = / do dt, 
Co 








3 
- 
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(5) “= | [i (045 eost cos + S? 40?) cosme + Lau 
b \ - 2 


+ = > M5 cos nt sin e + (0 + b'*) cos ny + Ska) 


\ 


— P (U cos o + V" sin o) da, 





: p 
= | ———— (u eos e + vsinw)dodt. 
v \ b (t, A. t == 


3. Cela posé, il faut dériver les deux équations (3), (4) par rapport 
à x,,¥,. Pour simplifier ce calcul observons que l'on peut écrire (voir 


article 3, formule (8)) 























a log r %logr 

= = — cosnx —>— — cosny 

T 92i 92,9%, 

P 9'log r o log r 

= = — COST CONTE Tr 

ou, = 
et par suite 

9 (5) a /B | > no? 108 D ERN 2° log 7 
— | — —— —— = = Ss > 
oy, \r° 92, \r’) 9yi y eX oC 
9 (5) 9 & ae) 9: dom m -—— 
= em e = — eos Y: 8 
oz, \r° ES Y CEA y 


On tire de là 





2 AR: 2 "sin w VS ^ 5 
= | #3 = (k Pu — Kk av) do, = | rR, (4 Bu — À av) doi, 


: 3 
— | 9. [e (cos nz* TR ET lu 


Ca 


— Iz (cos n a log 
1 








Sloor 


r 2° log 
+ cos ny ——- jv 
cos ny 22 ; 


1 








de, 








| Ra i , = 
= | 5 = nt (£^ Bu —k av) sin e do, 
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9 dU. j ; "eos « ,,,, + ; 
= E (k"au + k'Bv)do, = j RT (kau + k'Bv)do, 
"le t 
6b cb 
al ‘log “log 
+ nr (— COS NX 3 — + cos ny SL 
1 Ja 


3 fs 3 


: 2° lo ?*loer L 
+ k (cos nr ——r— + cosny ——, — Vol do; 
9, 9 , 








a 


— | R, (au + k'Bv) cos oda, 


e cos nt 





g 


g étant la ligne d'intersection de la surface s avec le cylindre C, et n, 
la normale à la surface a’. 

D'ailleurs on a, puisque #,,v, sont nuls sur la surface du cône 
qui limite l'espace 5;, 


er 


ran (u, X + v, Y)dS, = | ime Nr Pur Y as; — f (u, X4- v, Y )e sin e do .dí 








ay, ay, VA 
Sa 
= [IX sin*o— Y sino cose) dS! + RE re ee 
? * 2 e : 4 Oxi 92,99. —, = 
Sa Sa 
— [(u, X + vo, Y)e sin wdo dt 
Ca 
et d'une facon analogue 
E z x IE 
= f X + v,Y)dS, = | 7x cos? © + Y sin c cos e) d S; 
ar e E 
E So 
5 log r log r T > z 
il) R,( c E Sb sar 2 Y aS; — [(u,X + v, Y)e coswdw dt. 
TON TES E / Cs 


ee 
Se 
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Observons enfin que si À est une 
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fonction quelconque 





5 AS 
oe { A deo dt = {2 2 d» dt au J So do) 
b Ca = : 
sl PL 
— | Ado dt = ey 
ee Ca x 9z cos nt 
: 9 


où n représente toujours la normale à la surface c. 


en dérivant la formule (3 
rapport à z,, 


) par 








On trouvera done, 
rapport ay, et la formule (4) par 





























(6) | E. (X sin © — Y cos o) sin o d S; 
Fa 
OOo wr odor ee ^ = a : 
-— | R( $— X + =— Y dS; — [ (u, X + v, Y)e sin edo dt 
A Ox; Ou, 9, Caf 
Sa 
20, "sin w 7: ; Pa; 
= 2y _ | En (k p" —— k av) do, 
J1 a 
Ca 
[ | *log 9*logr 
+ | BAFI (cos nz ; a 
B a" log r 
— k’ (cos te set)? da 
[n _ Pa 
— | —— (&"Bu — k'av) sin © do 
| nl i js ts 9, 
g 
/a*(t, —t) —& f,,9u.. , ov 
+- | N : (A sin w — k’ — cos o )de dt 
: € OY Oy / 
Ca 
va’lt, — 1)? — e apes " cos ny 
usin w — k'v cos e t 
+ | € ( A ] P Js nt 
g 
r fa? +a? 9°v 1 a "du 2 on \va:lt A - 
—- | ( —- TUE +: ‘sin 2«0 + — cos 20) LEO mal en X 
3 2 929 2 dy? y^ OY / € 
cs 
fara’? dt a? "Ra ‘ou Va“ (E, —t)— e* co sny 
— SET 2 Q 9 EE ee me =, T — 
| ( 5 25 = 51 + m sin 2« + ncos2 e) = OSEE ) 


a 
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| (X eso + Y sin w) 


os o dS; 
1 3? log 7 9° log r 
— | 5% 
; | b ( Or: a= 
S 





92,9, 


Cs 


Y dS; — f (u,X + v, Y)e cos odo dt 





COS oc) 
I [s 
































(k’au + k'Bv)do; 
= 
ES gr ogr 
+] Rk COS na ——, + cos ny © ju 
^ | ti 
ce 
+ k'(cosma = + cos ny vido; 
h 
^E 3 
= D (k"au + k' fv) cos odo + € = 
J) e.esı z 
g 
d Vm er ‚a. 
. == — (4 cos o + k'—sin w)dadt 
e & E 
Ce 
VEE. = zd Cos nz 
vo, = (mr 
"u cos e + k'v sin € 
+ \ er 0) cosnt = 
g 
CL D: 3*» Db 4b7?9^n on om \ yb (t, — ES 
= in 2€ — — cos 2o - dw dt 
2 ( 2  9x9y ao wipe ) s 
C, 
db EU 9v b ED ou vb*(t, —t)° cosnz 
+ | ( En 3 un sin 2e — m cos 20) = - 
g 
4. 





7) aprés 
man, 
Puis supposons que = dimi i 
de l'équation ainsi obtenue 


= 


Ajoutons membre à membre les deux équations (6), ( 
les avoir multipliées respectivement par -, 


diminue indéfiniment et cherchons la limite 
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A cet effet remarquons que 


HR, ds R, Ne 
a b ab(bR, + a R;) 





Si A est une fonction qui reste finie pour ¢ = o, on aura 


lim [A sin odo = lim [A sinodo = lim [A cos o do 


e=0 €, ==0 Ch s-0 t, 
— lim / À cos o do E4107 
e=0 (7, 
h 
, A. A "94 
lim | —sinwdw — lim | — sin odo = + z | — dt, 
=—0 = =—0 = - = oy 
= t = t La 
Ca Ce ty 
Hn 
: "A : A "9A 
lim [ 2 coswdw — lim E cose do — +7 | — dt, 
em ms. N) € oc 
— La > La * 
Ca Cy to 


où ¢, est la coordonnée ¢ du point de rencontre de la ligne x —#, , y — y; 
avec la surface c. De méme on a 


lim [A sin e de = lim yea cosw@dw = 0, 
bs e=0 


e=0 


y 3 g 
: A 9A 
lım -snodo=r|-— |, 
e=0 4 = oy 0 
g 
: A 9A 
lım | — cos ada = ae = 
SE ou], 
y . 


BAN ofa AA —., ; 9A 94 
7 = ) etant les valeurs de rt Sy Rn 2,,9 — VW, Us d. 


En prenant garde à ces formules on trouvera 
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Beil : ia : 
à) R, X sin o — Y cos o) sin o dS, 


Sa 





i- i | ae cos & + Y sin o) cos e d S, , | Bl 2 s ae Y) ds 


€ 5 tte 
Sp Sp - Sa 


a " t 


Bea E 9° log r V ?'logr «\ + ] m 
is | DR. + ud a a DER Y) dS, — 2z | (t, — t) Xat 





lo 
Sa 











102, 102, sinc ,,,, COBY, 1, 
m ur es fe (k' Bu — k'av)do, + = JE zB GK au + K'Bv)do, 


Ca Cb 





2° log r 2° log r 
- fa Lx cos x — = — COS ny = )u 
Y, 














out 
eb— Ca 
DA 9 log r 9° log r\ 
| 2— + eos ny —— | do 
D 
(i) — nl : y? ?*loer 9*loer 
— ————— — — —z2- E" ( cos na ——=— — cos ny ——9— Ja 
ab 2! bR,+ah, 9x} J 9yi 


ine] 








dé 


a 


1 2° log r 9" log r 
— k'( eos nx cos 7 D 
\ oui + 2 ar, 





R 
nu 





OY 9291 9291 


> on(t, EA JE + a° (=) Bakes suas (=) IE nay 
Y 2 omn 2 dy / ,.] eos nt 


b? + b" jou b + b?/0v COS n,æ 
Ga 27 (f —1)| ) ais ( ) | F 


2 ox), 2 2y/,1CoSn,t 





e (T — EN ea) dt 








ou m, denote la normale à la surface o dans le point v,, y, , £,, et Q,, 
2, sont égaux aux mêmes intégrales qui paraissent dans les formules 
(2), (5) si on les suppose étendues aux surfaces c,, o,, au lieu qu'aux 
surfaces o/, oj. 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 6 juin 1894. 9í 
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Transportons le dernier terme du premier membre de l'équation 
précédente dans le second membre, et les premiers six termes du second 
membre dans le premier. Alors le second membre de l'équation de- 
viendra 


h 
a 


az | (4 — ta + a + Oa’) 


92° ay” 





fo 


9*v z 


a ra 9/90 a*+a? /du COS m, 
2n(t, EE (À) (=) [t 








Yin 2 21 cos n,t 
b? + b'? (ou b? + b? /dv\ Jcosn,® 
z(t,— E 
aa (f, al 2 Ce 2 (=) | cos n,t 


c'est à dire, à cause de la premiére des équations (B’) du premier article, 


t 
a 


u QUE qug" a + a^? /ou 
an | (i, —t,) 34 dt — 2z(, —t)| ( ) 


COS my 
2 ox 2 s ,] cos nt 


io rohe On b? + b? /ov COS n,æ 
Waco pecie 





to . 





2 








2 CH cos nyt 
jeu, WE a*+a*/dv a*«a'* (ou 
—2zu(z, ,Y, 6) —2z1 u,+ ——— ( ) cos n, E ) — ( Cos n, 
: | eos nt | \ot/, : 2 9%), 2 9y/ , j 


/ 


b? b'? /ow b? b? (av 
Zi = : (=) ie um (25) Jens | 
oF ni 4/0 





0 z 


On tire de la la formule suivante 


(G,) u(r, > 4) 





t t du a° +a? /av a? + a ? /aw 
ESI 1__+ — | cosn,t ) — OS 91, 1 
ot cos n,t te) Bolas ( ( ( 5 Ee 





= be be fou b? + b? /av ; 
E —— (ee a> 5 ( ) COS Ji, d 
= 9 0 


I : i ee 
"homm | s (X simo — Y cos o) sin o d S, 


Sa 
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+ | DE cose + Y sinc)cos od S, 
22b R, 











Se for CES + SREY), 











2zab bR, + ak, oz* 
5. 
1 02, I 99, 1 fsno, 
— — — k'gu — k'av)do, 
27a Oy, 2zb 0x, 2zd | TRa vel ) ) 


Ca 





: | ET (H'au + k'Bv)do, 


27b 4 rh, 


cb 








9? log: 9° log r 
J fe e cos nz? EN Ju 
oc = 1 


65— Ga 








Fee.  logr 2° log r\ | 
— Kl cos naz == cosnı > \yldo 
lx MS E Md 





b> — a? Js xal ER 9*logr ... 9 log rV 
— SETITSRJIS Cos — ,— — COS ny Fa 
a : * 


8 


; log r 
— k'(cos nx "OE + cosny 
# 





3 b. 
2 Jeden. 


5. Par un procédé tout à fait analogue on peut obtenir la valeur 
de v(r,, y, , ¢,) exprimée d'une-facon semblable. Il suffit à cet effet de 
dériver l'équation (4) par rapport à y,, de dériver l'équation (3) par 
rapport à z,, et de les soustraire l'une de l'autre aprés les avoir respective- 


i. I I EE : 
ment multipliées par ; et =; enfin de faire évanouir e. La formule qu'on 


trouve est la suivante 
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v(z, YY ? t,) 


/ 


t, —t | ‘av a +a° >) a + a^? fou | 
L— : 1 (—) eosn,t— - — ( COS 01, T 
+ cos nt | ot J. j ( 2 (3 $ 2 S 0 


9y 








rau pou) bP bt /an\ l 
- (sheet wn 


I MUT WE : N 
p BR, (4 cos o + Ysino)sinods, 


Sb 





— 


I I . 
= a x sin e — Y cos o) cos o dS, 





























Sa 
I 9° log jt SE y) IS 
2zb ^A axoy dy? 
Sp—Sa 
ieee TE ri /?logr.. , 2’logr 
d | (Ex + PE yas, 
2zab £j bR, + aR, Ouoy 
Sa 
1,90; a 00890; 1 [f sinoe,,, 2 
— SSeS | 7, au + KBo)do, 
I "eos w 2 
Be: TP TA d 
+ NER (k"gu — k'av)do, 
I Be ??logr 2° log "j 
Tone | 9. l (cosnx m + cos ny NM 


?*logr ?*logr 
k'( cos nx COR —— |o 
i oz? eae a oy? 








do 














(b* — a?) | r 2° log» 2 logr 
u —. k" (cos mam —— "O8 NY — 
2zab : bR, +a R, V ( 5 2y° B cos Y oz? 


Ga 
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6. On a donc démontré que si l'on connait sur la surface o, les valeurs 
de u,v, et de leurs dérivées, on peut trouver leur valeur au sommet commun 
^n x " Re 1 Toir 
des deux cones par les formules (G;),-(G,). (Voir fig. 8, 9.) 


Fig. 8. 5 Fig. 9. 
b 
€ Lys 
X 6, 
Z ANN. a 
4, SN 
I NN. eel 0 Wi 
5 VN /; 0; Y / P2 
AU fa) Ab) IX a V US 
N \ N 
N, x ON Sa ret 
ER DE NN NE 
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Nous avons du faire un calcul fort laborieux et recourir à plusieurs 
artifices pour arriver à ce but. 

Pour justifier l'emploi de ces artifices, observons qu'on ne pouvait 
pas faire évanouir tout de suite ¢ dans les formules (3), (4), car on 
aurait trouvé sous les signes d'intégration des fonctions qui seraient de- 
venues infinies d'un ordre supérieur à celui qu'elles n'auraient du dé- 
passer afin que les intégrales aient une valeur déterminée et finie. 


ART. 8. Suite. Deuxième cas. 


1. Revenons aux champs S’, S" du 6'"* article et appelons S leur 
ensemble. Appliquons à ce champ la formule fondamentale (D) en supposant 


V = e Dy = be 


Dans ce cas Y sera formé de l'ensemble des surfaces o’, 5" qu'on appellera 
c, de la partie du cône A qu'on appellera (A) et de celle du cylindre C 
qu'on désignera par (C). On aura donc 


fex + v, Y)4S = fe Uy + vV; — u,U' — v,V')dXY 


5 a+(4)+(C) 
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et à cause des formules (7), (7), (20), (20’) de l'article 4 


(wu, X + v, Y)dS = “u Uy + vV; — u,U' — v,V')dae 
J Vs : ; ) 


rdt do 


k ar [eos4 . es. Jt 
e [V pee mem c (âne reet 


"p E ;(— wsinw + v eos o) 
[iv dns 


2 


+ v: EE e( zh ) (ku sin © — k'v cos e) 














€ 


HA EE A. E | 
E aa ‘) (U' sin o — V are: 
Si l'angle 2 devient arctg a, la deuxième intégrale s'évanouit, et par suite 


en posant 
t—t 


S 


1 


a 





Eds 


on aura 


f (n, X + v, Y)a8 = f(uU? + vV; — u,U' — v,V")do, 


Ss Ca 


2z 1 


a^ » 


3 a’ : 
= | do | Meri sin © + v cos e) 
E t CAR VI s 7] 

0 —1 


+ Vi — zy! [hu sin © — K'v eos © — ¢(U' since — V" cos w)] | dy 


où lon a désigné par c, la méme surface que nous avons indiquée par 
le méme symbole dans l'article 6. 
Si e devient nul le dernier terme s'évanouit et le champ S devient 


S,. On trouve done la formule 


(H,) f (n, X + v, Y)ds, = f'(uU; + vV; — u, U' — v, V")do,. 


Sa ca 
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De méme, si lon appelle 5, l’espace extérieur au cône A”, dont 
l'ouverture est 2 arctsb, limité par la surface du cône et la surface o,, 


on aura 


(H,) f (Xx v, Y)ds, — f Uy + oV, — uU' — v,V")do,. 
Sp % 

Les deux formules (H,), (H,) sont analogues a la formule (F) de 
l’article 6. Elles donnent des relations entre u,v et leurs dérivées du 
premier ordre sur les surfaces a,,0,, et les valeurs de X, Y dans les 
espaces Sas S 


2. Supposons maintenant que o, soit une partie de la surface o,, 
et cherchons d'exprimer les valeurs de u,v au point #,,7,,f, par celles 
des mêmes quantités et de leurs dérivées sur c, et par les valeurs de 
X, Y dans l'intérieur de l’espace S,. 


Fig. 10. 








A cet effet nous nous servirons des dernières intégrales fondamentales 
que nous avons trouvées dans l'article 2. 

Commencons par appliquer la formule fondamentale (D) de l'article 
1 aux champs S’, S" du 67"* article en supposant 


H, = Us, DEUM (Voir article 2.) 


Nous prendrons la constante arbitraire c qui parait dans ces fonctions 
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t 


égal à +- selon qu'on se réfère au champ S’ ou au champ S". Nous 


[SMS] 


désignerons par 


les valeurs de w,,v,;, U;’, V; dans les deux cas. On aura donc (cfr. 
article 6) 


f (i. X + VAS = f (WU, Hoi — uU — n Va, 


S oA ECs Us 


f (u,,X + v,, Y)dS" = Î (uy, + 9Vz, — uU — v,, V")dX. 


S" c Ar CURT 


Ayant égard aux formules (9), (95, (11), (12) de l'article 4 on voit 
aisément que les intégrales étendues à A’, A” s'évanouissent lorsqu'on fait 
À — arctga. De méme les intégrales étendues à C', C" s'annulent à la 
limite lorsque s diminue indéfiniment. C'est pourquoi en désignant par 
S51: Sao à 0415, 0,9 les deux parties de S, et de c, qui se trouvent des 
deux côtés du plan 7 et si 7", T" dénotent 7', 7” prolongées jusqu'au 
on aura (voir article 4, formules (15), (157) 


Pot Bs 0 tis 


f (m, X + 9%, Y)dss zu Uj, + 0 Via — WU’ — v, V")de,, 


x = 
Sa, gat 





TS ST S: (log r—1),,, . re 
— ^a | - (4 sin @ — v cos w)rdr do — iE 3 52 m sin © — V" coso)rdrdo, 
2 r É 
t 
7 r 
f (Uso + v2. Y)dS,, = [wT;; + DV — uU’ — v,,V dar, 
Gt 


8 


c oI ‘ log r— 1 A. 7 
— 7a | -(u sin © — v cos æ)r drdo — [TE ) (U' sin e — V" cose) rdrdo. 
z r Te 
e 


T T 


Si nous observons maintenant que les valeurs de U’, V" sur 7", T" sont 
égaux et de signes contraires (cfr. article 6) on aura, en ajoutant membre 
à membre les deux équations précédentes, 


Sur les vibrations des corps élastiques isotropes. 209 


(1) f (i X + 2. Y)d8,, viu Xe o JOY 





Sei 
= / (uU, + vL uU vs V^ )da, 
Gt 
+ f (UUs, + 0V in — uU. — v;,V")de,; 
ze 
* 
Et 
za | ; (u sin — v cos w)rdrdo. 
T 
Posons 
I Y — 
(2) A, -il. (usa X + 05, Y)dS,4 + f 55 X + VV) Res 
So um 
— f (uU; a + Via — wU' — v, V")de, 


Ca 
— f (u IS + VV, — Us U' — v. Vds 


et remarquons que 


sin © dlogr cos e ?log. 
E ———— € = — = 


" oY, 7 ex 








alors l'équation (1) pourra s’ecrire 
9 3 j 
(3) ud ETE fu logr.rdrdo — — fv logr .rdrd@ | = 8,. 
Ya ae 9r, = 


3. Désignons par 
; D! 7 
Moi 5 Vo» U , ee 


A n. r 
Usa, Veo, Ugo, Vis 


Ur 


les valeurs de u,,v,, U;, V4 (voir article 2, formule (14), article 3, 
formule (12)) selon que l'on prend e = +=. 
= 
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Si Sins 5,55 0,1, Go Sont les parties de S,, s, qui se trouvent des 
deux cótés du plan T, par le procédé employé dans le paragraphe précé- 
dent on trouvera 


9 a 9 
(4) |; [u logr.rdrdo + on fe logr. ar | — 0, 
- 





‘ARC 
1 
= T 


ou lon a posé pour simplifier 


(5) 6, = TRIES + Us Y)dS,, + f ns X Tov Y)4S,. 
= IR E SPO Be 


— f(x Ugo + 06 — uU — ral Ming) 


4. Des équations (3), (4) on tire 








9 0, 20 

PEE “= TA fu logr.rdrdo, 
ox, ON, Y E 

06 20 

MD A fv loer.rdrdo, 
oy, 9m, FR ES) 


où le symbole A dénote 
91 2? 
m ETT 
°x, 9 


Mais par un théoréme bien connu relatif aux potentiels logarithmiques 


on a 
A fu logr.rdrdo = 2zu(z,,y, t), 
P 


A fvlogr.rdrde = 2zv(r, ,y,,t,), 


par suite 


I 00, 


B, 
(Hi) (nta) m zu] 


OY, 
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Ces formules donnent les valeurs de u,v au sommet x, ,y,,t, des cônes par 
les valeurs des mêmes quantités et de U’, V' sur la surface o,, et par 
celles de X, Y dans l'intérieur de l'espace S,. (Voir fig. 10.) 


ART. 9. Conséquences des résultats trouvés. 


1. Les surfaces coniques A dont les ouvertures sont 2 arc tga, 
2arctg b, ont joué dans les cours de ces recherches un róle bien im- 
portant. Nous les appellerons les surfaces caractéristiques et nous les dé- 
signerons respectivement par A, AP, À étant leur sommet. 


2. Supposons pour simplifier Z — o, et que l'on connaisse les 
valeurs de w et de W sur une surface s quelconque. On peut se poser 
la question: dans quelle partie de l'espace pourra-t-on déterminer la fonc- 
tion w? 

Les formules (E) (F^ que nous avons donné dans les articles 5 et 
6 nous montrent qu'on peut calculer la valeur de w dans tout point A par 
lequel on peut conduire un cône AP qui découpe, soit dans son intérieur, 
soit extérieurement, une partie de la surface o dont le bord est formé seule- 
ment de l'intersection du cóue avec la surface. 

Pour simplifier on dira que le cône A coupe intérieurement ou exté- 
rieurement, d'une manière complète la surface o. R 


On trouve par là bien aisément l'espace S”, lieu géométrique des 
points A, en conduisant les cônes A par tous les points L du bord de 


la surface s et en cherchant leur enveloppe. 


3. De méme, X et Y étant nuls, si l'on connait u,v et leurs dé- 
rivées du premier ordre sur la surface o on pourra déterminer ces fonctions 
par les formules (G,), (G,), (Hj), (A) dans un point B si lon peut conduire 
un cône AY qui coupe intérieurement, d'une manière complete la surface c, 
ow si l'on peut conduire un cône Ay qui coupe extérieurement d'une manière 
compléte la méme surface. 

Par l'enveloppe des cônes Aj? et des cônes Af on pourra limiter 
lespace qui est le lieu géométrique des points D. 
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4« Si la surface o est telle qu'on peut la couper extériewrement 
d'une manière complete par des cônes 4%, alors entre w, W doivent 
subsister les relations données par la. formule (F) de l'article 6. 

De méme si la surface a est coupée d'une manière complete ex- 

(b) 


térieurement par des cônes A, AY, entre u,v, U', V" doivent subsister 
les relations données par les formules (H,), (H,) de l'article 8. 


5. Dans les expressions de U’, V" paraissent les constantes a’, 0’; 
a”, 0" qui satisfont aux conditions (1) du 1* article. On peut se servir 
du caractère arbitraire des constantes k’, k’’ pour donner à w',J', a", b” 
des valeurs telles que U’, V" s'expriment par des quantités qui ont une 
signification mécanique. Par exemple posons 


(1) D m (oem qi Del d. 


on trouvera alors 


: on 9 
Dre 5; COS nt — Ll cos nz — a^i cosny, 


Ov ool > 
= 5, cosnt + a! cos nz — b*P cosny, 


où 
on Ov av ou 


D = — 5 
ep Oy” or Oy 





Il est bien connu que # représente la dilatation superficielle de chaque 
élément parallèle au plan xy, ct que — représente la composante de la rotation 


de chaque élément autour de l'axe Z. 
Dans l'hypothése (1) les quantités qui paraissent au dehors des signes 
d'intégration dans les formules (G,) et (G,) de l'article 7 deviennent 


t — t, | /9u F j ey 

t 2 Q 1— a 2g ^ : 1 o In 
- ° cos”, t— a^, cosy — b^d. cosnz|=u, + +— T 
cos nt | lr , 0 0 oJ 0 0 0 


t, — ft ‘Ov ; t, — 1 
; 1 0 AG 2— nns À 2 ana ET 7" 
0, + er | (=) cos n,t + a "à, cos na — b 3, cos ny] = 0, 0T- 2. 
- 0 = 


cos nyt ot cos uot 
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Au lieu des équations (1), posons 


(2) 
on E alors 


U ou 
i mg 008 nt — t, ,.cos nz — t,, cos ny, 





y" = = cos nf — f,, cos nz — f,, cosny, 
ou 
| 5, — UT 4 (6 — 26) 
PW s. + — 20), 
| 5, ET s =) 


Les quantités précédentes sont les composantes des tensions qui s'erercent 
q 

dans l'intérieur du corps élastique. Dans l'hypothèse (2) les quantités qui 

paraissent au déhors des signes d'intégration dans les formules (G,), (G,) 

de l'article 7 deviennent ; 


ie (P/N I 
u + — 2 eos n,b— — (E, Er.) cosnr |, 
9 








opima HS cos n, t —i (é,, + &,) eos nu | 


6. Si l’on a 
a COSNT + B cosny + y cosnt = Oo, 
n étant la normale à la surface e, la quantité 


Ow ow 
Ds Pay 3 


+ ow 
a 
ox 





et 


sera connue si l'on donne seulement les valeurs de w sur la surface og. 
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. 


Par suite si la condition 
(3) (— a? cos nz) cos nz. + (— a’ cosny) cos ny + cosnt.cosnt = o 
est satisfaite, W sera connu sur la surface 5, si lon connait w sur la 


méme surface. (Cfr. formule (5) du premier article.) 
L’équation (3) peut s'écrire 


eos? nt — a? sin? nt = o 
d'ou 
tgni = +-. 


On tire de là: 


Si la surface a est telle que tg nt = +-, la fonction w sera déterminée 


a 
dans tout point de l'espace S^, méme si l'on connaît sur la surface a les 
valeurs de w seulement. 


Il est évident que toute surface obtenue par l'enveloppe des cónes 
Af? jouit de cette propriété. 


ART. 10. Particularisation des formules. 


1. Commençons par prouver que la formule de Porssos-PARsEVAL 
n'est qu'un cas particulier de la formule (E) de l'article 5. En effet, 





Fig. 11. Fig. 12. 
2t ry fa 
t EN E T FH 
» S N Y - 
, s x + 
"d N M ^ 
AY M A1 AR Ay 
, A DS , 
4 D EN Id 
/ à PS " 
L \ \ / 
/ \ \ of 
J \ \ ñ 
\ \ 4 
; NS t N 5; 
“4 1 \ NP 
if | NIU, 
Un a 


supposons que la surface o soit le plan zy (voir fig. 11, 12). Alors c, 
deviendra un cercle dont le rayon est 


| at, |. 


bo 
— 
or 
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D'ailleurs sur o on aura 


COST — CET, COS NT = cosny = o 


par suite, si l'on suppose Z — o, l'équation (E) du 5'"* article s'écrira 





a. 
T" 2 I 
I OUT. 5 Uus = aE | —  — ———- quda, 
( ) ( AVEC? à Hc Var(t, DE "E 1 


Ga 





. ” , , , ape : 
qui est lintégrale générale de l'équation 


mw s erw de T 
ot? 22° 9y* 


donnée par Poissox et PARSEVAL. 








Fig. 13. 





uw 


2. En. nous rapportant toujours à la formule (E) de l'article 5, suppo- 
sous que nous nous trouvions dans le premier cas, c'est à dire que les 
coordonnées ¢ des points de la surface o soient plus petites que /,. Exami- 
nons ce qu'on a lorsque la surface 5, se réduit à un cylindre 7 avec les 
génératrices parallèles à l'axe ¢, limité par un*plan © perpendiculaire aux 
génératrices, comme le montre la figure 13. Supposons enfin que l'inter- 
section de a avec le cône A® appartienne au cylindre 7. 
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Sur la surface 7 on aura 
cosnt = 0, 
et sur w 
t = const. — £ 


a5 COSNT — COS NY = O, COS nt = 1. 


C'est pourquoi en appelant s le contour de c, l'équation (E) de l'article 
5 deviendra, Z étant nul, 
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Fo 9 I 1 ow 
2 il U t | do + a 
( ) er 12/1? 1)= 27 ot, a*(t, Es " — 2% za yar(e, ar t)! —r* et 
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SORTE I io (e I ow 
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a lor 9 5 t—t I 
+ — EE | ee SSS SS at 
27 ronok , va*(t, — t)* — r? EET on | 
lo fo 
$ 
Posons a(f, — t) = u, on aura 
177 ah to) : 
s I ow 9 u lu 
| a —di = ER DON y; t A 
va*(t (4, =. —r*on = vu a 
4 r 
- 
Ig a(t—t,) 
or adil (4 t — t, wdt I 10r 9 (—udu / yog u 
SS SS SS SS TRES EE Zn == —- 
v On dt, va*(t, — ii ni a? r On 9t, | Vas = uw ( ‚Y,t, A 
to r 
a(t—t,) à alt —t,) 
1dr 9 is ye u du Doo m , u du 
= - -—— X —= i ) 1 — - - = 
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^ 
0 


: 9 S a TAC - 5 : 
ou les symboles an, ont la signification suivante. Si f est une fonction 
iv 


On 
de æ,y,7 nous supposerons que 


of __of0x | of dy 
on — ern dy an’ 





of of or 
ón Oron 





La formule (2) sécrira done 





























I Ow 
29) OA ree Et = w do + d -—_ __ db 
( ) ( 17/1 1) “Vana ot, Jesu A == — ara va*t, —t y—:2t 
e a(t;—t) a(tj —t5) 

I " TUTO a du 9 i u du 
zi ds | — CREE 2 ——— — (x, TR + 

ZT 4 a) Yu? ET on L a, V u* = | 

t LE r 





Supposons que la fonction w(x,7,t) soit nulle pour toute valeur de ¢ 
inférieure à une certaine limite — 7, alors en faisant augmenter. inde- 
finiment /,, on trouvera 














3. Examinons maintenant le deuxiéme cas, 
c'est à dire supposons que les coordonnées ¢ des 
points de o soient supérieures à /,, tandis que la 
surface o se réduit à un cylindre 7 dont les gé- 
nératrices sont paralléles à ¢, limité par un plan 
c perpendiculaire aux génératrices. Supposons 
enfin que l'intersection de 5 avec le cône A“ 
appartienne à y. (Voir fig. 14.) 

Par un calcul analogue à celui qu'on a fait S Lh a) 





dans le paragraphe précédent on trouve la for- xr 
mule Vite 
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I 50 I 
5 (x = — v(z,y,t)d 
(5) : (n, ; ^ | ^) 27a 9t, = Fr 2): === = ( : y : 0) A 
I 3 I ow 
= ELLOiÍ1irctBL Lósxv . 
2na J a(t, — t,)? — rd 
Na a(t3—1) a(tg—ty) 
I Ô ] a du 2 m du 
== = wlo,y,t Ju des 001 25,1 t 2) — 2 
as 27 [2 3j ( Yt + ) SEE i ( itt a) Yu? — r* 


Si w(r,y,Í) sannule pour toute valeur de f£ supérieure à une certaine 
limite 7, en faisant augmenter indéfiniment /,, la formule précédente 
deviendra 


(6) wo, y, s 4) 














4. Il faut maintenant chercher ce que deviennent les formules (F), 
(F^) de l'article 6, lorsque la surface c, se réduit à un cylindre dont les 
génératrices sont parallèles à l'axe f. 
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On voit tout de suite qu'en supposant toujours Z — o, la formule 


(F) devient 


r 


2 
| 9 1 u du 
(7) — ds 5 (rnt, —*) sn 


Le, Em — U 
—r 




















s étant la ligne d'intersection du cylindre avec le plan £ — £,. (Voir 
fig. 15.)  Examinons maintenant la formule (F’) (article 6). Elle s'écrira 




















/ a n 
I f a cos mr 
WE o HB — I — ds | ————————— wit 
( ds ) 27° J ryr? — at — ty 
f 
9 a — QU od 
— = g ( gx >) : qp dí 
ot, Vr! — at — t* T 
t— 
En 





a r? — a(t — t,)?\ dw 
ad —€———— Án ( : ) dt 
| Ure ole r on 


et en posant 


on trouvera 
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B 


s. On pourrait tout à fait de la méme facon particulariser les 


formules (G,), (G,), (H,), (H,), (Hi), (Hj) en réduisant les surfaces o, , c, 
à des cylindres ou à des plans. 
Nous ne donnerons pas ici le développement de ces calculs qui 


d'ailleurs ne présentent de difficultés. 


ART. 11. Le principe de Huyghens. 


1. Par une élégante application du théorème de GREEN, Kincunorr 
est parvenu à établir sa célèbre formule qui étend le principe de HuyGnexs 
et peut le donner sous une forme mathématique tout a fait rigoureuse.’ 

Son procédé est fondé sur l'existence de l'intégrale 


(1) TT 


de l'équation 








07 (e ET, 2l) 

í ; tt = = 

(1) ot apos ha 
où r = ÿx° + y? +27, et f denote une fonction arbitraire. 


Dans le cas des ondes cylindriques léquation précédente devient 


o 


E 


| on 
(2) DE a s 4 22) 





et l'on peut démontrer quil n'y a pas d'intégrale de la forme 


(3) Af(r + at) 


ou r — yr’+ y’, À étant une fonction de r seulement. D'ailleurs si l'on 
cherche les cas dans lesquels l'équation générale 








URNA 3 
(4) ot? Ld 2r 





! Zur Theorie der Lichtstrahlen, Sitzungsber. d. Berliner Akademie, 1882. 
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TO 
possède des intégrales de la forme (3), où r — (at) , et À est une fone- 
tion de r seulement, on trouve qu'il n'y en a que deux, savoir lorsque 
i — 1, ou m= 3.' C’est pourquoi on ne donne ordinairement une 
formule analogue à celle de Kircunorr dans le cas des ondes cylindriques, 
ni étend la méme formule au cas général. 


2. Ayant en vue cette extension on pourrait tächer de trouver des 
intégrales de l'équation (4) ayant la forme (3) sans poser la condition 
que À soit fonction de r seulement, mais supposant qu'elle soit fonction 
desque qu our 


gr qpS 


À ce propos nous allons démontrer le théorème suivant: 


Les intégrales de la forme (3) où À est fonction de v,, ..., v, existent; 
mais si l'on exclue les cas m = 1, m = 3, dans tous les autres, non seule- 
ment les intégrales deviennent infinies dans le point x, = x, —...— c, = 0, 
mais elles ont d'autres singularités en tout champ à m dimensions qui renferme 
ce point. 


m 
Si z, — rf, on aura 22; = 1, et par suite on pourra poser 
1 


fp, =cosa,, Pf, = sina, cosa,,..., B, — Sina, Sina, ... SD G, 2 COS GS 3, 


f» = sina, sina, ...sina, ,sina 


m—2 m—1) 


et l'on pourra resarder À comme une fonction de r et de a ...a, …. 
I oO 1 m-—1 
Posons pour simplifier 


N: 
1 





V = )f{r + at). 


5 

2 

2? 
vi 


9 


Nous aurons 


m 


AV = f. AÀ- Af + 2) =. 
1 vi €i 





! Dunem, Hydrodynamique, élasticité, acoustique. Cours professé en 1890—9r. 
, y y que, , q p 


Tome second, livre III, chap. VIII. 


222 Vito Volterra. 


c'est pourquoi 
AY — fA V f(E— a + 22) + pan. 


D'ailleurs nous avons 





par suite l'équation (4) s'écrira 
,/m —-1 aA 


et puisque f doit étre arbitraire 








f E OA 
=.) 57 ESS SS 
(5) T xis or ) - 
(6) AA 
La premiére équation nous donne 
um 
À = Or 2 , > 


8 étant fonction de a,...%„_, seulement. Par suite l'équation (6) se trans- 
forme dans la suivante 


(7) m uu t — 3g + I 9 (sina 30 ) 


1nm—2 1 
sin”? 4, da, Oa, / 





I QD a. 00 I ERA 
oa = (sin” : VE + cee + ——————á——— = — ts) 
sin’ a, Sin” a, da, \ 04, , sin’ a, ... SIN Ana 0Gm—1 








Cela démontre la premiére partie du théoréme, c'est à dire qu'il y a 
des intégrales de la forme (3). Dans les cas m — 1, m = 3, on pourra 
prendre évidemment 6 = const. et par suite dans le dernier cas on aura 
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une singularité pour V dans le point r — o seulement. Il faut maintenant 
prouver dans tous les autres cas l'existence de singularités dans les en- 
virons du point r — o. 

Supposons que l'intégrale V dans un champ X, à m dimensions qui 
renferme le point r— o, n'ait d'autre singularité que dans ce point méme. 

Conduisons dans l'intérieur de X, deux espaces sphériques S, ,, 9 
à m — 1 dimensions ayant le centre dans le point r =o. Soit | 
et 

Désignons par W une fonction réguliére dans tout l'espace renfermé 
dans S, , et qui satisfait à l'équation différentielle AW — 

Puisque V et W sont reguliéres dans 5,, on aura par le théoréme 
de GREEN 


ji Mu W a + | (v oW m Pu... = — o, 


m—1 
S 
in 


) 
m—1 ""m—1l* 


l'espace à m dimensions renfermé entre S 


on n 
Sm—1 4-1 


n, n étant les normales à S, , et 9, , dirigées vers l'intérieur de l'espace 
. . . . , T — I A > 
S,. Puisque V devient infini d'ordre —— dans le point r — o, si 


m > 3, lintégrale étendue à 4, , s'évanouira lorsque son rayon di- 
minuera indéfiniment, et par suite on aura 


| (ve n s. )dS,. 2 


Sm—1 


. [^ 
Remplacons V par son expression - et remarquons que sur S 


m—1 


y? 


on or 


L'équation précédente s'écrira donc 


I 


% m — I Y 
ur] + W EU: zi fig = ©. 








—— 
r 2 y ? 
Sm—1 


224 Vito Volterra. 


Mais r est constant le long de S, ,, par suite 


(8) | or FT was, = o. 


Remarquons que la fonction 


est une fonction qui satisfait à l'équation A — o. On pourra done choisir 
arbitrairement les valeurs de W, sur S, ,, pourvu qu'elles forment une 
fonction continue,’ et construire aprés, par des formules bien connues, la 
fonction W, en sorte qu'elle soit régulière dans l'espace renfermé dans S,,_,. 
On aura alors que W sera donnée par la formule 

res 
— —_ | r Wear. 


r 2 js 








et par suite elle résultera régulière dans le méme espace. On tire de là 
que la relation (8) est absurde si m> 3, puisque elle devrait être satisfaite 


2 = 
pour tout systeme de valeurs de em + Zu W. Par conséquent la suppo- 
1 <= 


sition que V soit regulière dans tout point de Y,, excepté le point r = o, 
est elle-même absurde. 
Il nous reste à examiner le cas m—2.  L'équation (7) devient alors 


9*0 I 
375-0 
da; 4 





d'ou 
nr 1 
0 = Asin 3% + B cosa, 


A, B étant des constantes arbitraires, et par suite 


I I 
A sin a, + B cos- a, 


(9) ‚= =—— f(r + at). 
vr 





Cette intégrale est évidemment polydrome et le point r — o est le 
point de diramation. 
Le théorème est ainsi complètement démontré. 








! Cette condition ne serait pas méme nécessaire. 
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3. On peut calculer de là que si lon applique la méthode de 
KIRCHHOFF aux intégrales (3) on ne pourra pas trouver de résultats 
semblables à ceux qu'il a obtenu. Considérons par exemple le cas des 
ondes cylindriques. Si nous prenons garde à la polydromie de la fonction 
(9), lorsque nous employerons la méthode de KırcHHorr, il faudra faire 
des coupures dans la partie du plan zy ou l’on étend l'intégration, en 
sorte que les formules seront affectées des termes relatifs aux coupures, 
qui ne paraissent pas dans celles de KIkCHHOFF et par suite on ne pourra 
pas exprimer la valeur d'une intégrale réguliére V de l'équation (2), dans 
un point intérieur au champ, par celles de V et de ses dérivées au contour. 

Au contraire on parvient à ce résultat par les formules (4), (6), (8) 
de l'article précédent. Elles jouent dans le cas des ondes cylindriques 
un rôle tout à fait semblable à celui joué par la formule de Krncunorr. 
Elles ont aussi la méme interprétation physique que celle-ci. Considérons 
en effet les fonctions 


(10) V(r, t) = [re +5 Í— 





où f est une fonction arbitraire. 

Dans la première formule nous supposerons que f sévanouit pour 
toute valeur de largument inférieure à une certaine limite, et dans la 
deuxiéme au contraire on supposera que f s'évanouit pour les valeurs 
de l’argument supérieures à une certaine limite. 

Les trois fonctions (10) satisfont à l'équation (2) et n'ont de sin- 
gularités qu'au point r — o oü elles deviennent infinies du méme ordre 
que logr. 

De la méme maniére qu'on fait correspondre l'intégrale (1) aux 
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ondes sphériques on peut reférer les fonctions (10) aux ondes cylindriques 
progressives ou regressives, relatives à une ligne lumineuse. 

En comparant done les formules (4), (6), (8) de l'article précédent 
avec celle de KIRCHHOFF, on voit tout de suite qu'elles représentent sous 
une forme mathématique le principe de Huycnzxs dans le cas des ondes 
cylindriques. 

On pourrait montrer que les mémes formules peuvent s'obtenir di- 
rectement des intégrales (10), mais nous ne développerons pas ici ces 
caleuls.' 


4. Enfin posons 
w(e,y,t) =e"d@, y). 


L'équation (2) deviendra 





Ce ena! 2 
= = a h — O 
9x2” Oy” ur 7 


et les formules (7) et (8) de l'article 10 se réduiront aux suivantes 


DU UE m 9Y, (ar) 
(@, 9) — | (E Y (ar) — j 27997 Jas, 





(11) 


ou Y, et J, dénotent les fonctions de Drssrr de deuxième et de premiere 
espèce. Les deux formules (11) ont été données par M. Weger * et de- 
pendent des équations (7), (8) de l'article 10 de la méme facon que la 
formule bien connue découverte par M. HzrwnorrZ est liée avec celle 
de Kincunorr dont nous avons parlé dans cet article. 


© Voir ma Note: Sulle vibraxioni luminose nei mexxi isotropi. Rend. R. Ac. 


dei Lincei. Vol. I, 2° Sem. Serie V, fase. 5. 


2 d'u u 


Über die Integration der partiellen Differentialgleichung A + a +ku=O0. 
Ex y 
Math. Annalen, Bd. 1. 


Theorie der Luftschwingungen in Röhren mit offenen Enden. Wiss. Abhand- 
lungen. Bd. I. 


D 
bo 
-1 
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ART. 12. Remarque relative à une question de calcul des variations. 


1. Supposons qu'on propose la question suivante: Déterminer la 
fonction U(a,y,t) de telle facón que la première variation de l'intégrale 
triple, S étant une partie de l'espace à trois dimensions x, y , t. 


jud aU aU aU 
Va [BCU try, t)dedydt 


S 


soit nulle, S étant une partie de l'espace à trois dimensions x ,y ,t 
Par les règles bien connues du calcul des variations on aura 





^ NTT ^ 
oii =| Ge sp ? +37 au, i = dU, Te Tr * aU. , )dedyat 
où l'on a posé 
oU oU oU 
1 E ae U, —— oy , U, X33) . 


En supposant U,, U,, U, continues on aura par des intégrations 
par parties 








194 UE COMMON 9 oF Sen Jeu ; 
Eee | (ou 9r9U, ayoU, tou, LUE 
S 
(OF = 
— | E 8 ny te cos at re, 
aU, s 


n étant la normale au contour o dirigée vers l'intérieur de S. 
On obtiendra done l'équation du 2*"* ordre 


oF  o9F a90F HoF 
(3) aU 3200: 0 9780, ata, 





2. Prenons garde que pour établir l'équation précédente on a suppose 
la continuité des dérivées U,, 
les questions: U étant toujours continue, quelles seront les surfaces où les 


dérivées U, , U,, U, pourront étre discontinues en sorte que la variation de 


U,, U,. On peut maintenant se proposer 
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t 


V soit toujours nulle? A quelles conditions devront satisfaire les valeurs des 
dérivées des deux côtés des surfaces de discontinuité? 

Supposons qu'il y ait une seule surface de discontinuité À qui partage 
l'espace S en deux parties S,, S, et le contour en o, et g,. Soit » la 
normale à la surface A dirigée vers l'intérieur de S,. On aura 


B eo Rus Ot eee oF . : 
6 Es | Go SU S eU +5 OÙ, +27 7, 20.48, 


; 2H U or ATI ^ ^ Ü 
+ | (5, 2t dios ne ar $7 20, Jas. 


em 


Mais par des intégrations par parties on trouve 


Mol oF oF = oF 
sp) = 0. QU —— 
/ (9t Fou 1,20% Here ou. ;)48, 





-fe 90F  29F HoF 


— c d N T cr 
9250,  oyoU, ata j.)? zu 


“(ak oF 
= | = cos x + gp; 608 ny +2 p, cosnt)oU do 








-f Gr cosve + ? = t)aUdd, 


MORE OR ce oM ry 
NEU oH + 57,00, + 57, 2U. JA, 


oF 950F EN 
7 a... s javas, 


fe 7 


oF oF 
1 (er, COS nx tie bo + 5p 095 -cosnt) Uda 


° /oaF Fr 
+ | (7 08 yr + ef COR vy +5 3008 »t) oUdA. 


bo 
bo 
e 
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T T n oF \’ QD CS 
i» 05, U;, = À A Gr) 


Désignons par 





y 2h oF oF 
a a 
définiment d'un point de la surface A du côté de l'espace S,, et designons 
par les mémes symboles avec deux suffixes les valeurs limites qu'on 


les valeurs limites de U,, U,, U lorsqu'on s'approche in- 
1? 2? 


trouve lorsqu'on s'approche indéfiniment du méme point du côté de S,. 
Ajoutant membre à membre les deux équations précédentes, on aura 
alors 





Javas 


an a 0 oF o °F 9 07 
= OU awaU,  9y9U,  otoU, 


"or QUEUE QU jeu 
E =) Go cos na + gua Sp ny + aU, °° nt}oUdo 


Jy / 


oF \' pg" - /oP N* FE \” 

n fi lee hr (5 =) |eos LT AF | (2 =| Fr, ieu Jes vy 
5 oF Wye oF n 

E |eos wt 


Donc en tout point de S, excepté ceux qui appartiennent à À, il sera 











OUdA. 





oF 90F _20F 00 __ 
(1) aU mias ou; Gloy oUt ous x 





et sur À on aura 


e — [(y- Ge - Gym 


2 


oF \’ OLN! 


Prenons sur À un systeme de coordonnées curvilignes A, 4. Puisque 
U est continue on aura 








| 2 
E 
ore 
| 
p 
uS 
JE 
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ou les suffixes dénotent de quel côté de la surface A on prend les valeurs 
des dérivées. Les deux équations précédentes peuvent s'écrire 


LI 


NO ^ NOS ^ un Ob 
(Ui — Ur); == (U, — Ur) 5 + (U; — Us); = Oo, 


(Ui — WEF (He — Un)! + (Di — Uns. 


—O 
on ou / 





A Tr vr. r UI , yr a \ ? 6 1( x ^ 
(3) U, — UN 20,0, 220, — — T SS 8 
= COST : COSYY : COSVZ. 


L'équation (2) deviendra donc 


à «-[05)- GE e + (6h) Gry s eo 


en je- m 


L’equation (4) nous donne une condition relative à la discontinuité, 
tandis que les equations (3) donnent les conditions auxquelles doit satisfaire 
la surface A. 


Il est évident que si, au lieu d'une seule surface, on avait plusieurs 
surfaces de discontinuité, sur chacune on aurait vérifiées les conditions 


(3), (4). 


3. Appliquons les résultats qu'on vient de trouver au cas ou 


p= [Gre p Ge) + onn 


L'équation (1), dans ce cas, se réduira à l'autre 


9^w ww 9^w 
OUI ME NOE 


CI 9 


c'est à dire à l'équation (A) du premier article. 
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Les conditions (3), (4) deviendront 


(5) U; — Uy : U; — Uy: U; — U; = cosyz : cosyy : cos né, 
(6) C uec Topic ux (UE d 


c'est à dire 








I (U, — Uy’)? + (U; — U;) cos’vz + cos* vy a 
— = = TS = = — = to vt, 
a? (U, — U;) cos” vt 2 
d'ou 
I 
top) — -—- 
= a 
Done, dans ce cas, les surfaces de discontinuité serons les enveloppes des 
cônes A et la condition relative à la discontinuité sera donnée par l'équa- 
tion (6). 
Il est aisé de voir quelle relation a lieu entre ce résultat et la 
théorie du choc dans un milieu élastique. 
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SUR L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 


y" = Ay* + By! + Cy + D + (Ey + F)y 
PAR 


G. MITTAG-LEFFLER. 


(Extrait d'une lettre à M. E. Picard.) 


Les fonctions elliptiques du second degré peuvent étre définies par 
l'équation différentielle 


y" = Ay! + By? + Cy + D. 


Dans l'étude des équations différentielles du second ordre c'est done un 
probleme qui se pose de soi-même d'étudier si l'équation différentielle plus 
générale 


y" = Ay° -— By? + Cy + D E (Ey + F)y, 


00.4, B,C, D, E, F signifient des constantes par rapport à la variable 
indépendante, ne pourra pas définir des fonctions de caractère rationnel ' 
autres et plus générales que les fonctions elliptiques. 

Dans votre mémoire couronné? ainsi que dans une lettre que vous 
m'avez adressée et qui a été publiée dans mon journal? vous avez indiqué 
les types principaux de l'équation 


y" = Ay! + By! + Cy + D + (Ey + F)y 





* Il me parait naturel de sigaifier ainsi les fonctions analytiques uniformes f(x) 
qui, n'étant pas des fonctions entières rationnelles ou transcendantes, ne possèdent pas 
d'autre point singulier essentiel que æ = ©. 

* Journal de mathématiques, t. 5, p. 281—287. 

? T. 17, p. 297—300. 
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ou l'intégrale est à apparence uniforme. Vu Vintérét qu'il y aurait de 
connaitre la forme analytique des intégrales, j'ai voulu en effectuer l'inté- 
gration. J'avais obtenu à priori par des considérations générales qui 


au fond ne sont autres que celles employées par M. PAınLEvE,' 


que l'inté- 
grale ayant le caractère d’être à apparence uniforme devait étre aussi 
forcément de caractère rationnelle et il m'a paru intéressant de vérifier 
I 

à posteriori ce resultat. 

Voici comment jai procédé. La fonction o(x) de M. WEIERSTRASS 

V 

peut étre définie par l'équation différentielle de second ordre 


1 
"n 2 
Gi — 0G 232545 
dont l'intégrale générale est 
ea A 
gp f(x + Tota » 93) 
où g, et 5 


, signifient les deux invariants. L'invariant g, ainsi que m, 


sont des constantes arbitraires. Regardons a(x + x, | 7, , g,) dans le voisinage 
d'un pôle. On a 








(v +2), + Js. (x Ton) +.... 


2 


i tj 
2 SE IE 


I(x Em. Gs) — = 
et == 0 £a » Is) (x + &,) 2 AG 


Les poles sont de l'ordre deux, un des coefficients dans le développement 
— celui de (x + x)! — est arbitraire, et les coefficients suivants sont 
des fonetions rationnelles entiéres de ce coefficient. 

Commençons done par chercher les conditions pour que l'intégrale 
de l'équation 


y' = Ay + By? + Cy + D + (Ey + F)y 


ait un pôle fixé d'une manière arbitraire dans le champ de la variable 





' M. PAINLEVÉ a publié depuis, C. R. 24 juillet 1893, une courte notice où il in- 
dique la forme générale de lintégrale, mais méme en connaissant cette forme il ne parait 
pas être sans importance d'avoir réellement obtenu l'intégrale dans un cas un peu général. 
Je saisis l'occasion pour annoncer que M. PAINLEVÉ publiera prochainement dans ce journal 
dans trois mémoires développés les recherches profondes et fertiles relatives aux équations 
différentielles, sur lesquelles des indications suceinetes ont paru dernièrement dans les 
Comptes Rendus. 
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indépendante et étant de l'ordre deux, ainsi que les conditions pour qu'il 
entre dans le développement de l'intégrale dans le voisinage du pôle 
une autre constante arbitraire que l'affixe du pôle. 

On voit d'abord, l'ordre du pôle de y? étant 6, l'ordre du pole de yy’ 


1, 


étant 5 et celui du pôle de y” étant 4, que les deux constantes 4 et E 
doivent être égales à zéro. Supposons que B + o et F + o, parce que si 
B =o on retombe sur les équations différentielles linéaires et si 7 — o 
on retombe sur les fonctions elliptiques. 

On peut toujours, par une substitution linéaire, faire que le coefficient 
de y* devient un nombre fixé d'avance, soit 6 comme dans l'équation 
pour (x), et que le coefficient de y, comme c'était aussi le cas dans 
l'équation pour (cr), devient zéro. On obtient alors 


(A) y' = by? +D+F.y." 


Mettons 


6 


7 k 
acea Fas at + a, + am +... 





Y = 
en plaçant le pôle arbitraire à x — o. En introduisant cette expression 
dans l'équation (A) et en égalant les coefficients de la méme puissance 
de x des deux côtés de l'égalité on obtient 











a= I, 
gk — F, 
le 
CR med I 
I 
4S ruck 
I Jh Ten 
gi c cues p Ae at 
II 79 15 
a, =a a . Di "E 24 a 
De me) 





! Voir PicARD, loc. cit., p. 286. 
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2 


En égalant les coefficients de x’, on voit disparaître a,, et on obtient 





I = I 
— DE kh) 
(34, + 2 MC T Oo 


\ 


En mettant k — o, on trouverait =o et on retomberait sur l'équation 
de la fonction g(æ). J'ai supposé F + o. On a donc # + o et les deux 


équations pour a, amenent que 


3 


p 808$ 


L'intégrale de l'équation (A) est donc à apparence uniforme sil y a entre 
les constantes D et F une relation telle que l'équation prend la forme 


(a) y" = 6y —3k* + shy’, 


où k est une constante indépendante de x. 
Il s'agit maintenant d'effectuer l'intégration. Je suis votre indication '. 
Je mets 


z — y" + y(a, + ay) + ay + ay’ + ay’. 


La fonction z aura des pôles sextuples. Or, il y entre 5 constantes ar- 
bitraires et on peut par conséquent réduire ces póles à des póles simples. 
Le coefficient d'un tel póle simple devient 


25 23 3 
——DF-———F*, 
5 5 
Mais cette expression est nulle à cause de la relation entre D et F. On 


obtient donc 
a= y^ — 2ky (k^ + 2y) + k'y — 2k?y? — ay! 


où la fonction z n'a pas de pôles. En différentiant z deux fois, en 
appliquant l'équation (a) pour éloigner les dérivées y" et y"' et en éli- 
on doit obtenir une 


" 


, 


minant y et y' entre les expressions pour z, 2’ et z' 
relation entre z, 2’ et z" dont l'intégrale n'a pas de pôles. Mais on voit 
de suite qu'il suffit de différentier une seule fois et qu'on obtient” 


2 = 6hz + 3k, 





Voir PICARD, loc. cit., p. 284, 285. 
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3 
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Sur l'intégration de l'équation différentielle y= Ay’+ By?+Cy+D+(Ey+F)y’. 


d'où 
dre 
= „6 6k 
Quee dni 


où jindique par H une constante arbitraire. On a done obtenu pour 
premiére intégrale de l'équation (a) 


y? — 2ky'(2y + E?) — 4^ — 2k’y? + ky + E ES Heu ©; 


ou 
. 


,2 .2\ 3 
(v — 2k(y + sh UE =) + K°He = o 
i 2 \ 2 
Cette équation, étant de genre wn par rapport à y et y', la variable x 
étant regardée comme paramètre, peut toujours être intégrée par une 
méthode indiquée par M. Porncare.' Mais on voit immédiatement qu'on 
peut arriver à l'intégration par une simple substitution. 
Je mets 


Donc 
ce qui amène 


Mettons done 


Se du = ke" 
on obtient l'équation 
ds \* : 
(à) =45 — FE 


dont l'intégrale générale est 


s — Qu + wo, H). 








* Voir ce journal, t. 7, p. 5—8. 
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L'intégrale générale de l'équation (a) devient done 


(a) y = (D,e")’ o(e* + e*|o, H)— E: 


2 


où x, et l'invariant H sont les deux constantes arbitraires. 
Je viens de traiter le cas où dans l'équation 


y" = Ay® + By? + Cy + D + (Ey + Fy 


les deux coefficients À et E sont nuls en méme temps. Supposons main- 
tenant que A et E ne disparaissent pas simultanément. Si l'intégrale 
générale est de caractère rationnel elle aura la forme 


[/4 
Uem Jo urs qupd. ME eU E 


dans le voisinage d'un póle dont je mets l'affixe égal à zéro, pour plus de 
simplicité. En égalant les puissances de z-? des deux côtés de l'équa- 
tion différentielle, on obtient 


2p — Ag — Has ou 2 «D Bar Ag 


En mettant y = f:, on peut toujours déterminer B de telle manière que 
dans l'équation en z 


2+ H= A, 
de manière que l'équation différentielle à étudier devient 
y" = (E + 2) + Eyy + By? + Cy + D + F.y, 


ou jai mis y au lieu de z. En égalant dans cette équation les coefficients 
de x ? et de z^? on obtient 


2 + Ea = (2 + E)a’, 
a, (3( + 2)a — E) + Ba — F — o. 


Il y a deux cas à considérer E = — 3 et E + — 3. Dans le premier 
cas le coefficient «, qui correspond à la racine «= 1 de l'équation 


2 + Ea — (2 + E)a? 
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devient arbitraire, et il y a entre les coefficients de l'équation différentielle 
la relation 


I. 
Mais l'intéerale compléte de 
(b) y" + 39 y^ = B(y + y”) + Cy + D 


s'obtient immédiatement, elle est 


(8) y =— 
ou 
(f) z" = Be’ + Cz + De. 


Il entre, comme vous voyez, dans l'intégrale (3) deux constantes arbi- 
traires et indépendantes l'une de l'autre. 

Dans le second cas E += — 3, on peut toujours, en mettant y — 2 + 7; 
déterminer ; de maniére que dans l'équation en z on ait B= I’, de 
maniére que nous serons ramenés à étudier l'équation différentielle 


(C) y" = (E + 2)y + Eyy + By + 9) + Cy + D, 


où jai mis y au lieu de z. 
Le coefficient « étant déterminé par l'équation 


2 + Ha=(2 t Eja? 


il y a deux cas à considérer, £ = — 2 et E + — 2. Dans le premier 
cas, on a pour a la seule valeur a = 1. En égalant dans 
(D) y" + 2yy = B(y + y?) + Cy + D 


les puissances de x * et de v ' des deux côtés de l'équation on trouve 
que a, — o et que a, devient arbitraire, ce qui amène entre B,C et D 
la relation € — o. Mais l'équation 


(d) y" + 2yy = B(y y) + D 


s'intéere immédiatement. En mettant 


y +y" = V, 
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on obtient 


V = BV + D 


et l'intégrale devient par conséquent 


(0) Y = 
où 
(9) Bg” (He — D)z. 


Il ne nous reste done plus que l'étude de l'équation 


(C) y" = (E+ 2) + Eyy + B(y + y) + Cy + D 


u 


E+—3 e E+—2. 
L'intégrale étant 


a n 
ices ai LOR A e E a SE 


on obtient en égalant les coefficients de z"^ et en employant la relation 
2 + Ea — (2 + E)a* 

une relation de la forme 

a,(n + 2)(n—3— Ea) = fonction entière et rationnelle de a, ,,«, ,,...,2,,0,,a. 


Il y aura deux cas à considérer: E =o et E -- o. Dans le premier 
cas! le coefficient «, devient arbitraire et il y aura deux relations entre 
les coefficients B, C, D qu'on obtient en mettant n= 3 et aq — - 1 
dans l'équation ci-dessus entre 4,,4, ,,...,24,, a, a. Je transforme d'abord 
l'équation (C) par une substitution linéaire en 


(E) y = 2y! + Cy + D + F.y. 


Les relations entre les coefficients deviennent 





Voir PICARD, ce journal, t. 17, p. 299. 
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L'équation pourra donc s'écrire 
(C) y" = 2y* — 2ky + 3ky', 


ou k indique une constante indépendante de x. 

L'intégrale de cette équation est à apparence uniforme d'après votre 
terminologie. On voit que y — y étant une intégrale, y — — y sera de 
méme une intégrale et on obtient 


y = + DtPti + ant + 


où a, reste arbitraire. 
On voit done facilement par les mêmes considérations qui j'ai employées 
P jul J ploy 
pour l'équation (a) que 


ye y? gan" akyy' ver y! i ky? — (y! at ky)? | yt 
n'a pas de póle. 
On a 


Donc 
(y > ky)? — y* en He ce 


ou je désigne par H une constante arbitraire. 
Je mets 
Up reU 


et j'obtiens 
27 == (ke)? (2° + IS. 


Done en mettant 
We, du = ke'* dz, 


et en mettant 
H? 
s= TO , 


on obtient 
(5) = 48 + A's = 4(s —ill)s(s + iM), 


En employant les notations 





pue al ge e e) 
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EN 3 
(a) = 45 — 9,8 — 9, = 4(s—e)s —e,)s — e.), 
j'obtiens done 

s = p(u| — 4H’, o) = p(u|iH,o, — iH). 
Mais 





G;(u)\* 
E a E ; 
L'intégrale générale de l'équation (e) devient par conséquent 


O(&* + e^ |iH , 0, — iH) 
G,(e® + e | iH , 0, — iH) 





(e) gj = De 


où x, et H sont les deux constantes d'intégration. 
L'intégration de l'équation 


(C) y" — (E + 2)g° + Eyy + By + y) + Cy + D 
dans le cas d’une intégrale générale à apparence uniforme est donc effectué 
pour E — o. J'ai déjà traité les cas E = — 3 et E = — 2. 


Reste à traiter les autres cas. On obtient de l'équation 
2 + Ha — (2 + E)a? 


pour « les deux valeurs 





On a de méme: 
a, (n + 2)(n — 3 — Ea) = fonction entiére et ration- 


nellede u, ‘ae. a a, a: 
La condition nécessaire et suffisante pour que l'intégrale générale 
sera à apparence uniforme est qu'il y aura deux nombres entiers n, et 


n, tels que 


2 


U 2) —- 
n, — 3 — Ea” = o, n, — 3 — Eo? — o 


et qu'il y aura entre les constantes B,C, D les deux relations qu'on obtient 
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en mettant le terme à droite dans l'équation ci-dessus égal à 
y avoir introduit n, et a et puis n, et a”. ' 
On obtient 


n — 3 — E, (n, — 1)(n, — 1) = 4. 


Done 
De = Qno 
ou 
eh = un 
parce que le cas s», =n, = 3, ce qui amene E — o, a déjà 
Le cas n, = 5, n, = 2 peut être ramené au cas n, = 2, n, = 


substitution linéaire. 
Il nous reste done à étudier: 


(F) yy ey ea BY c.g) du Oy D: 
Les deux relations entre les constantes B,C, D deviennent 


Bee, 


\ /2 


(3:7 8° + sBC + D\(23B’ + BO + sD) = 





JN 
Il y aura donc trois cas: 

END 7 We: 
EIN wr wies shy ah) wy 5 zs 


(EX) y" = y E yy ae 5h (y' = y^) ay hy ver 5 r h° 


ye 


Zéro aprés 


été traite. 


5 par une 


5h 


où l'intégrale générale est & apparence uniforme. Nous avons vu que, 


supposant 
[74 
Ya On +ar+ar +..., 


on aure 


a,(3a + 1) + B(a — 1) = o. 





* Voir PICARD, loc. cit., p. 283. 
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On a done pour « = 1, «a, = o. En mettant 

Veyt+y 
et en se rappelant que pour a= — 2 le coefficient a, devient zéro, on 
voit que V n'a pas d'autre pôle que celui qui correspond à à = — 2, 


et qu'on obtient alors 
g À : 
y — = B+ Be + Be? + Be? + Byatt... 
ou f, est arbitraire. Mais cette forme est celle de l'intégrale de l'équation 
mr 2 I 
970, 

ainsi que celle de l'intégrale de mon premier type 

tr ESS. 2 3 .4 eb) 
(a) Y LI 6y Sak + sky’. 


Il y a done lieu de former l'équation différentielle de second ordre en 
V qui correspond à (F). On obtient 


y(V+C)= V—BV—D, 
et par conséquent 
UV" — BV — V(V + OY(V + €) = (V' — DV — D\(BV + D). 
Donc à cause de la relation 
D = BC 
et si on laisse de côté un instant le cas V + C= o, 
y" = 2BV' + V! + V(C — B") — P?C. 
On voit qu'en faisant la substitution 


155 —3 (0 
V = 62 + — 
on est ramene A 


à I 919 
622 — (8^. TE Bee 2. Da: 
Ea ip dium) se 


vu 
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qui embrasse aussi bien l'équation différentielle de second ordre de g(a) 
que l'équation (a). 

On obtient donc les deux équations 


Ww 
| 
Or 
U 
we 
© lo 
m 
Cs 
+ 
cn 
n 
Qu 
> 
= 
| 
Nl m 


dont la première correspond a (f) et la seconde a (f") et (f"^. 
L'intégrale générale de (f) devient donc: 








, EZ 
(r) umm I 
» cup a EC 
gia d.e BO 8) +20 
ou x, et l’invariant g, = H sont les deux constantes arbitraires. 


L'intégrale générale de (f") devient 
5 = 62 
" =n 
(7) dno 
Fr (De) ele + e?!% | o, H) 1729 ah’, 


et l'intégrale générale de (f") devient 


6z' 


Pneus 5h, 
nn + 12] 
("") NE 


z;-— (D. e) ole — eg?» 





o, H) — 2h’. 


Les deux constantes arbitraires en (7”) ct (7) sont x, et l'invariant H. 
J'avais laissé de cóté le cas 


PRE = out ges y -E:6: — o: 


On voit immédiatement que l'intégration de cette équation différentielle 
nous donne une intégrale singuliére avec une seule constante arbitraire 
pour nos équations différentielles (f). 
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THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES 
D'UNE VARIABLE 
(Premier Mémoire) 
PAR 


K. HENSEL 


à BERLIN. 


Traduit par M. G. Brineard à Paris. 


8 1. Des fonctions rationnelles à une variable et des formes 
rationnelles homogènes. 


Toute fonction entière de x 


f(t) =a" = an” +... + a, 


a coefficients constants peut se mettre, comme on le sait, à une constante 
multiplicative prés, sous la forme d'un produit de facteurs linéaires di- 
stincts ou égaux entre eux, en nombre égal à sop degré en x; cette dé- 
composition ne pouvant d'ailleurs se faire que d'une seule facon. On 
pourra done écrire 


f(x) = «(s — n) — a) -..(@ — an) 


les constantes 4, , 4,,..., 4, étant des nombres réels ou complexes qu'on 
pourra calculer avec telle approximation qu'on voudra. 

On est done conduit tout naturellement, par analogie avec la dé- 
nomination adoptée dans la théorie des nombres, à appeler les facteurs 
linéaires irréductibles (x — a; les facteurs premiers de la fonction f(x). 
On peut aussi définir ceux-ci comme des fonctions entiéres de x qui n'ont 
qu'un seul zéro. 

Dans ces considérations d'un ordre plus arithmétique toute constante 
a différente de zéro doit étre regardée comme une unité de méme qu'on 
le fait en arithmétique pour les quantités + 1 ct — 1; et cela d'abord 
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parce qu'elle ne peut être divisible par aucun facteur premier (2 — a), 
ensuite parce que toute fonction entière de xz reste entière quand on la 
divise par une constante, c'est à dire que toute fonction entière est di- 
visible par une constante. 

Toute fonction rationnelle de x peut se mettre sous la forme d'un 
quotient de deux fonctions entiéres de la méme variable, à savoir: 


f(z) ae" + az" l +... + an  a(x—2)...(z — am) 


g(@) ' be be TE ER zB) Cp). 





où les m quantités (a,,a,,.….,a,) sont distinctes des x valeurs (,,/,,.,/,) 
parce qu'on peut supposer le numérateur et le dénominateur débarrassés 
de leurs facteurs communs. Si on ne considère maintenant que des va- 
leurs finies de la variable x, cette fonction fractionnaire 





. f(x) 
(1) y = 
g(æ) 
s'annulera seulement pour les zéros (a, , 4, , ...,a,) des facteurs premiers 


du numérateur tandis qu'elle ne prendra des valeurs infinies que pour 
les zéros du dénominateur. Cette fonction ne possède donc pas d'autres 
zéros ni d'autres infinis que les zéros des facteurs premiers de son numé- 
'ateur et de son dénominateur. En général cependant il n'en est plus 
ainsi quand la variable x peut prendre aussi des valeurs infinies ainsi 
que le cas se présente dans le théorie des courbes algébriques. C'est ainsi 
que pour de trés grandes valeurs de x la fonction y considérée tend vers 
la valeur limite 


a, GT 


ymoan 


0 
z — — - 
»n—m 
b, b, æ 





done pour r — co la fonction y devient ou bien infinie ou bien nulle 
selon que m>n ou que m «5»; et dans les deux cas il faut compter 
x = co comme infini ou comme zéro autant de fois qu'il y a d'unités 
dans le nombre |m — 2 |. 

Toute fonction rationnelle de x possède donc autant de zéros que 
d'infinis et leur nombre est égal au plus grand des entiers m et n, qui 
désignent les degrés du numérateur et du dénominateur. Il résulte de 
là qu'un facteur linéaire (r — «) n'a en aucune facon le caractere d'une 
fonction première aussitôt que la variable x peut prendre des valeurs 
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infinies; car il est vrai que (r — a) n'a qu'un zéro v — a, mais il a 
encore un infini z — co; il ne différe done de la fraction 


LE 





x — Pp 


qu'en ce point, bien insignifiant d'ailleurs, à savoir: que cette derniere 
devient infinie pour la valeur finie x = f. 

De ce qui précède il résulte qu'il n'existe aucune fonction de x, 
entière ou rationnelle, n'ayant qu'un zéro et ne possédant pas d'infini; 
une pareille fonction aurait seule le caractére d'une véritable fonction 
premiere, Il est cependant aisé de former une fonction première, si au 
lieu de considérer une seule fonction on en prend un faisceau. 


Soit « une constante arbitraire, la fraction 


a 


(2) = x —U 





possède un seul zéro pour (x = o) et un infini pour (x = u). Faisons 
maintenant varier «, l'infini de y change de position tandis que son zéro 
reste fixe. Considérons done le faisceau de fonctions qu'on obtient en 
donnant au paramètre w toutes les valeurs possibles; chacune aura un 
méme zero pour (xr =a), mais les infinis de ces fonctions seront tous 
différents. 

Considérons l'équation (2) comme celle d'une courbe, # ayant reçu 
une valeur arbitraire, et posons 


T —U = 


JY 


elle se réduit à 


et représente une hyperbole dont les asymptotes (5 = 0,7; — 0) sont pa- 
rallèles aux axes; dont le centre a les coordonnées ©, = w, y, — 1 et 
dont les sommets se trouvent à une distance /2& du centre. La branche 
inférieure de cette hyperbole passe par l'origine des coordonnées, quelle 
que soit la valeur du paramètre #, tandis que l'une de ses asymptotes 
t£ =u se trouve variable avec w. Toutes les hyperboles du faisceau 
précédent, # étant un paramètre variable, se coupent donc à l'origine des 
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coordonnées, ce point est donc le zéro commun de toute la série, tandis 
que deux hyperboles du faisceau n'ont pas le méme infini. Quelle que 
soit donc la valeur particuliére donnée à la variable z, on pourra toujours 
choisir w, et cela d'une infinité de manières, de facon que y ne de- 
vienne pas infini pour la valeur considérée, il suffit évidemment pour 
cela de prendre « Z x. 





C'est dans ce sens qu'on peut dire que la fonction pour a in- 


LU 
déterminé n'a qu'un zéro fixe pour (2 = o) et aucun infini fixe. 
On reconnait de méme que toutes les fonctions du faisceau 


r 





(2 a) Vin gas 


ont un zéro fixe pour ( = ©), sans posséder un infini indépendant du 
paramètre. Car une fonction arbitraire de la série devient infinie pour 
x — u seulement, c'est à dire pour une valeur de la variable qui change 
avec le paramètre lui-même, Si dans l'équation (2 a) on pose 


%—u = &, Y= 
l'équation de la courbe correspondante s'écrira: 
ep = 1; 
le faisceau est donc composé d'hyperboles équilatères, dont les asymptotes 
sont paralléles aux axes et dont les centres ont les coordonnées 
Wm y, = ©. 


L'axe des r étant une asymptote commune du faisceau toutes les courbes 
se coupent au point situé à l'infini sur cet axe; et, comme l'autre asymp- 
tote varie avec le paramètre w, deux hyperboles de la série n'auront 
jamais un infini commun. 





C'est dans ce sens qu'on peut dire que la fonction nossede 
q 


x — U 
un zéro fixe pour (# — oo) sans avoir d'infini fixe, « étant toujours con- 
sidéré comme indéterminé. 

Si l’on pose 








(2 b) = 


, 2 
© —uU e — U 
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4 représentant un paramètre indéterminé, on a deux fonctions qui ne 
possèdent des zéros fixes que pour (x = o) et pour (x = oo), et qui ne 
possèdent aucun infini fixe. 

On voit de méme que toute fonction linéaire et homogene de x, et x, 

«z-—a 
— gg, —————— 
z-——wu 
possède, pour des valeurs indéterminées de «, un et un seul zéro fixe 
et aucun infini. 

Si done on n'astreint la variable x à aucune condition, on voit qu'on 
peut, qu'on doit méme, considérer ces formes linéaires et homogènes de 
z, et x, comme les véritables facteurs premiers des fonctions de x, et 
on peut, en effet, montrer trés facilement que toute fonction rationnelle 
de r peut se décomposer d'une seule maniére en ces formes linéaires. 

Des deux équations (2 b) qui donnent x, et x, on est conduit immé- 
diatement à l'identité: 


qui donne ainsi la variable x sous la forme d'un quotient dont le nu- 
mérateur s'annule seulement pour le zéro et dont le dénominateur s'an- 
nule seulement pour l'infini de la variable x. 


Si maintenant on remplace x par cette valeur — dans une fonction 


v. 


rationnelle arbitraire de z, entiére ou fractionnaire, de la forme: 


_ fz) 
I Tg)’ 





multipliant numérateur et dénominateur par z7, m étant lexposant des 
deux polynomes f(x) et g(x) le plus élevé, on obtient l'expression: 


re m m—1 m 
E fe, , 2,) er Go == a2 x2 arose = Ant, 


ir cw m? 
g(z, , æ,) bozi + bal zs sae ae + bin Zo 





y 


où f(r,,v,) et g(r,, »,) représentent des fonctions homogenes et entières de 
degré m en z, et r, qui n'ont, comme f(x) et g(x), aucun facteur li- 
néaire commun. 

Chacune de ces deux fonctions peut, comme on le sait, être mise 
d'une et d'une seule façon sous la forme d'un produit de facteurs linéaires 
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dont le nombre est égal à la dimension de f et de g (abstraction faite 
d'une constante multiplicative ou ce qui est la méme chose d'une unité). 
Cette décomposition effectuée, y s'écrira: 


E 

(ait, — a, a3) - « - (Gm. — Gn Xs) 

y—-— 2 ; ==: 
(Bim, — Bi e)... (Bm, — Ont) 





on voit alors que la fonction y ne s'annulera que dans le cas seul ou x 
prendra l'une des valeurs: 
a; 
=, (121,2,3,..., m) 
di 
car alors, pour toute valeur de w, un des facteurs du numérateur s'an- 
nule et l'indéterminée w qui ne figure pas dans y peut toujours étre dé- 
terminée de facon que pour chaque autre valeur de x aucun des facteurs 
du second membre ne puisse devenir nul ou infini. On reconnait de 
méme que y peut devenir infini dans le cas seul ou x prend une valeur 
égale à l'un des zéros du dénominateur, c'est à dire quand 
E 


re © (1—1,2,3, ...,m) 
f > pus 





Nous venons donc, en résumé, de représenter toute fonction rationnelle 
et arbitraire de æ par le quotient de deux produits de facteurs premiers 
et nous avons vu que les facteurs du numérateur déterminent tous les 
zéros, ceux du dénominateur tous les infinis de la fonction. On reconnait 
de suite que dans ce mode de représentation de y par le quotient de 
deux fonctions homogènes de x, et x,, on ne considère uniquement que 
ses zéros, quantités indépendantes du paramètre w et par conséquent fixes, 
tandis que les infinis qui dépendent du paramètre w ne sauront figurer 
aucunement dans y, parce que y est indépendant de #. Aussi dans ce 
qui va suivre allons-nous nous occuper seulement des zéros fixes de ces 
formes. 

Toute fonction rationnelle pouvant se mettre sous la forme du quotient 
de deux formes entières de (x,,#,), nous n'aurons à examiner que les 
formes entières et homogènes du type 


Ax,,%) = ar + aan a. Er, aos 


et dans celles-ci il suffira de considérer leurs zéros fixes indépendants de w, 
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Toute forme entiére peut étre décomposée explicitement et d'une seule 
facon en un produit de formes linéaires et homogénes en nombre égal 
à son degré d'homogénéité et leurs zéros sont également les zéros fixes 
de la forme homogene. Une forme homogene et entière ne possède aucun 
infini. 

Au lieu de représenter les formes f(x,,#,) par les fonctions (x,,#,) 
avec les zéros fixes (o) et (co), on peut choisir deux autres formes li- 
néaires 


= ax, — «m, 


LA 
| 


1 


Wy 
| 


+ 


= fe, = pn, 


B , ere 
- et 7; ceux-ci ne devront cependant pas coincider, c'est 
; 


IS 


avec les zeros 


à dire que les formes £, et €, ne doivent pas étre équivalentes. La 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que le dé- 


terminant 
a'B" Em Ba” 


soit different de zero. S'il en est ainsi, les deux équations précédentes 
pourront étre résolues sous la forme 


* — AE 
T, = 06 


et en faisant cette substitution une forme homogene /(r,, r,) se trans- 


formera en une autre forme de (£,,£,) de degré égal. Si on pose 


i i í a 3 
la fonction € aura comme zéro fixe (x = 4) et comme infini fixe (x = 7) 
\ a \ 
et s’ecrira 
x ax, — 4%, at—a 
Em es 


Az Pfr Br—fH 





£ se trouve donc être dans ce cas une fraction dont les deux termes 
sont des fonctions linéaires de x. 

La transformation linéaire et homogene de (x, , r,) correspond done 
entierement à la transformation fractionnaire et linéaire la plus géné- 
rale de x, 
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Si on considere maintenant une forme homogene et fractionnaire de 


fm): 


nous entendrons par son degré d'homogénéité ou seulement son degré m 
la différence des degrés de son numérateur et de son dénominateur. 
Soit done ¢ une variable arbitraire on aura 


F(a, „io, — PB sym) 


et le nombre m est alors egal au nombre des zéros fixes de F diminué 
de celui des infinis fixes. 

De cette définition du degré il résulte immédiatement que toutes les 
formes homogènes de degré zéro et celles-la seulement sont complète- 
ment indépendantes du paramètre w: elles n'ont done «niquement que des 


zéros et des infinis fixes. La seconde partie de cette proposition est évi- 
r m . . . I 

dente; pour démontrer la premiere il suffit de faire m = o et t — — 
e, 


dans l'équation précédente; on obtient alors 





Ae, J = F(x, 1) = F(a,, 2,), 
ce qui montre de suite que toute forme homogene de degré zéro ne 
dépend que de x et aucunement de # et que l'on obtient son expression 
en x, en remplaçant x, par x et x, par l'unité. 

Une autre conséquence de cette proposition est la suivante. On 
peut mettre dans une classe toutes les formes homogènes de même degré; 
les formes d’une même classe présentent alors cette propriété tout à fait 
caractéristique: à savoir que le quotient de deux d'entre elles est égal à 
une fonction de x seul indépendant du paramètre « et ne possède par 
suite ni zéros ni infinis variables. 

En ce qui concerne cette »équivalence relative» des formes on peut 
remarquer ici en passant, que les propositions qui s'appliquent ici s'énon- 
cent mot pour mot comme celles qui ont trait aux questions analogues 
dans la théorie supérieure des nombres, toutefois le nombre des classes 
des formes non équivalentes est évidemment dans ce cas infini puisque 
le degré d'une forme peut étre égal à tout nombre positif ou négatif. 
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8 2. Des fonctions algébriques et des formes homogènes 
algébriques. 


Soit y une fonction algébrique de x, d'ordre n, y sera donné par 
une équation irréductible de degré » dont les coefficients rationnels (en- 
tiers ou fractionnaires) sont des fonctions de x. Si on divise cette équa- 
tion par le coefficient de y" on obtient une équation de la forme suivante: 


Q) fy, =e t Alay + Amy +... + Ale) = © 


où les » coefficients A,(x),..., A,(r) sont des fonctions rationnelles de 
x. Faisons de suite la supposition que les coefficients sont déjà mis sous 
une forme réduite et que par conséquent pour aucun d'eux il n'y aura 
un diviseur commun au nuinérateur et au dénominateur. 

A chaque valeur (x = a) correspondent » valeurs 5,, 5,, ..., 5, de 
y que lon saura calculer avec une approximation donnée en se servant 
de l'équation 


(1 a) f(y, a) — y" + A,(a)y" 4... + À,(a) = o. 


Ces valeurs ne seront toutes finies (a ayant par hypothèse une valeur 
finie) que dans le cas seul ou aucun des n coefficients 4,(a) n'est infini, 
c'est à dire dans le cas seul ou le facteur linéaire (x — a) ne figure au 
dénominateur d'aucune des fractions 4,(z),..., 4,(x). Pour = co au 
contraire les » valeurs de y n'auront une valeur finie que si cette valeur 
de x n'est un infini pour aucun de ces coefficients; que si, par conséquent, 
dans tous ces coefficients, le dénominateur se trouve étre au moins de 
degré égal à celui du numérateur. 

Considérons maintenant toutes les fonctions rationnelles z de x et y, 
où y se trouve lié à la variable indépendante x par l'équation (1). Celles- 
ci constituent alors un domaine dont les membres se reproduisent par 
les opérations élémentaires de calcul, puisque la somme et la différence, 
le produit et le quotient de telles fonctions reproduit une fonction de 
méme espèce. L'ensemble de ces fonctions appartient d’après RIEMANX ' 





* Théorie des fonctions abéliennes, § 12. 
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à une seule et méme classe de fonctions algébriques; elles constituent 
d'après Kronecker »un genre de fonctions algébriques» que l'on peut 
caractériser par le symbole G(y, x). 

Considérons done une quelconque des fonctions z de ce genre, on 
pourra toujours la mettre sous la forme 


__p(æ, vy) 
(2) FT 4e.) 


c et d désignant des fonctions entières de x et y. Nous ferons des le 
début une premiére hypothése: c'est que le dénominateur de l'expression 
(2) n'est pas divisible par la fonction irréductible f(y, x) sans que ce 
facteur se trouve également au numérateur; car alors z prendrait des 
valeurs infinies pour toute valeur de x. Dés lors on sait qu'on peut 
toujours mettre z d'une et d'une seule facon sous la forme d'une fonction 
entière de y de degré moindre que x» à coefficients représentés par des 
fonctions rationnelles de x. Donc toutes les fonctions z du genre G(y, 2) 
et celles-la seulement pourront se mettre sous la forme 


(2 a) 2=0U, +u,y +... + way", 





les coefficients #,,%,,...,%, , étant des fonctions rationnelles de la va- 
riable indépendante x. 

Toute fonction z satisfait donc, tout comme y, à une équation algé- 
brique de degré z, 


(3) a+ B(x)z" +... + B,(x) =o 


dont les coefficients sont des fonctions rationnelles de x mises sous forme 
réduite. Pour obtenir cette équation de la facon la plus simple on ra- 
mene les x produits 

n—1 


23:101] 144, «i Gey 


à être de degré (n — 1) en y au moyen de l'équation (1). Des n équa- 
tions linéaires dont l'expression générale est 


k=n 


(4) a7 — Lay, I 
kz1 


où les »* coefficients «, sont des fonctions linéaires et homogènes de 
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Un, 4, 4, on déduit, en éliminant 1,y,...,y"", l'équation cherchée 


sous forme de déterminant 


(u,, — 2) Uy» es Tee 
Uy, (to — 2) ... Un 
(4 a) ie 
Uns Uw ve. (Un — 2) 








La fonction algébrique z ne pourra devenir infinie pour une valeur finie 
(r =a) de la variable indépendante que si le facteur linéaire corres- 
pondant (x — a) figure dans le dénominateur commun des x fractions 
B(x), B(v),.-., B(x). Soit B,(x) ce plus petit dénominateur com- 


mun, posons 
__ Biz) 
LESE B,(#)’ 





on pourra écrire l'équation en z sous la forme 
(5) B,(2) + B (2) +... HB,(x) = 0; 


et les zéros de B,(x) correspondront alors seuls à des infinis de z. 

On peut maintenant, tout comme dans le chapitre précédent à propos 
des fonctions rationnelles, représenter les fonctions algébriques z par le 
quotient de deux autres fonctions, qui ne deviennent jamais infinies; le 
dénominateur s’annulera pour tous les infinis et le numérateur pour tous 


les zéros, tant que ceux-ci conserveront des valeurs finies. Si on pose 
* 


(6) SETTE zi 





on voit immédiatement que la fonction entiere Z,(r) ne devient infinie 
pour aucune valeur finie de x. 
Il en est de méme du numérateur z,, car si on remplace z par sa 


valeur (6) dans l'équation (5), on reconnait que z, satisfait à l'équation 


(7) Zz--Bc)8--4 BxB((szs-4..-FB8(xy-B.(z)-—0o 


dont les coefficients sont des fonctions entières de x qui ne deviennent 
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jamais infinies pour des valeurs finies de la variable, ce qui démontre 
la proposition. 

Il est au contraire impossible avec les moyens dont nous disposons 
ici de représenter la fonction algébrique z par le quotient de deux quan- 
tités qui restent toujours finies, dés que la variable indépendante peut 
prendre la valeur (r = oo), puisqu'alors le numérateur de la fraction 
(6) comme aussi son dénominateur devient infini. Mais si on emploie 
et généralise le mode de représentation des fonctions par des formes 
homogénes, mode exposé dans le chapitre précédent, on pourra égale- 
ment dans le cas actuel représenter avec facilité toute fonction algébrique 
par le quotient de deux formes, qui toutes deux restent finies pour des 
valeurs finies ef infinies de la variable. 

Dans ce but multiplions l'équation fondamentale (1) qui donne 
y, par le dénominateur commun de toutes les fonctions fractionnaires 
A,(x),..., A, (x), on obtient alors la nouvelle forme d'équation 

A,(x)y" + A,(r)y +... + AL (0) = o, 

où A,(r),..., A,(r) représentent des fonctions entières de x sans di- 
viseur commun dont le degré en x soit au plus égal à m. Rempla- 
cons maintenant dans celles-ci z par le quotient des formes “ et chassons 
"m 
le dénominateur z7 qui s'introduit par cette substitution, en multipliant 
tous les termes par celui-ci; l'équation précédente se transforme alors 
en la suivante: 


(7) Avv, , v,)y" at A, (v, , 2,9" "usc A, (x, 3 %,) = 4 


où maintenant les coefficients A;(x,,x,) représentent des formes homogènes 
de (x, ,æ,) et de degré m. 

Il en résulte immédiatement que y ne peut devenir infini que pour les 
zeros fires de À,(x,,x,), parce que les autres coefficients ont tous leurs 
infinis variables avec le paramètre # et par suite dépendent de celui-ci 
et que y lui-méme est complétement indépendant de w. 

Grâce à cette forme de l'équation (1), soffre maintenant à nous une 
représentation de la variable y comme quotient de deux formes toujours 
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finies, qui sera d'une importance capitale dans les considérations qui vont 
suivre. Posons en effet: 


uem Mn 
(8) Pie a 


il résulte de l'équation (7) que y satisfait à l'équation algébrique suivante 


Sue 7 a A, (v, ? $,)5" + A, (a, , $,) A. (a, ? ay SF Le‘ 


A A, (x, 1%) Ay — (2, , v.) 


ou plus simplement 
(9) m 8 ums) + 8.0, "+... 8,00) = o, 
où maintenant les ” coefficients 
A, (v, ,2,) , A, (2, ,T,) ee 3 &, (a, » Ta) 
sont des formes entières et homogènes de (x,,7,) et de degré 
m^, 29m: Dmm. 


Il en résulte que 7 ne possède aucun infini fixe, car les infinis des coeffi- 
cients C(r,,r,) dépendent tous de #. On voit de méme que le de- 
nominateur de la fraction (8) ne possède aucun infini fixe; y ne de- 
pendant aucunement de w, il s'en suit que cette fonction ne peut ni s'an- 


: e . d D » " C . 7 = 
nuler ni devenir infinie soit pour les zeros variables du quotient 7n soit 


0 
pour ses infinis variables. 

On voit donc que ce sont les zéros et les infinis fixes seuls de cette 
forme qui correspondent à des zéros et infinis de la fonction algébrique 
y, et comme enfin dans ce quotient il n'existe aucun infini fixe soit pour 
le numérateur, soit pour le dénominateur, il s'en suit que les zéros de 
y correspondent seulement aux zéros du numérateur 7, et ses infinis aux 
zeros fixes du dénominateur A,(r, , v,). 

Il est maintenant aisé de représenter toute fonction rationnelle f(x, y) 


de x et y, ou toute quantité du genre G(y, r) par le quotient de 
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deux formes n'ayant chacune que des zéros fixes sans posséder aucun 
infini fixe. Posons en effet: 
z TRUE 
D ; 1 E 
x A (t, 5%) 


f(z, y) se transforme en 
„8 7 
2,9) — fl-,————A)-—frF(r, n; 
f( » y) Wem Alen ( 1:202 7)» 
F(r,, v,,x*) étant une fonction rationnelle des trois variables qui se trouve 
aussi en quelque sorte étre homogéne, car elle reste invariable quand on 
y remplace 
n " s y pn m 
(5,*,,-) pars (im, ta, ; 1*2). 


On a done 
(10) Ee AGG’) Pons ma yt 


Car tandis que z,, r,, 4% prennent ainsi des formes différentes, les quotients 


- ey 
uu = 5) y == 
La 


7 


a ; ne changent pas quand on effectue cette substitution. 
4 oA, 3 La) 


Inversement on reconnait que toute fonction rationnelle F(x, , x, ,#) qui 
satisfait à l'équation (10) pour une variable é, est nécessairement égale à 
une fonction rationnelle de æ et y et par conséquent est indépendante 
: : , Ia i > 
du parametre «. Car si on remplace la variable £ par = l'équation (10) 
devient 
(t Ux En (or aalh 
F(z,,2,, 4) = A 1,7) = F(z, 1, yA,(a, 1), 


ce qui démontre la proposition. 
Or toute fonction rationnelle de (z,, r,,z) peut se mettre sous la 
forme du quotient de deux fonctions entiéres, à savoir: 


T ^ SR 
F(z,, 2,,7) = 
Si on veut que ce quotient soit indépendant du paramétre w, si on veut 
par suite que pour une variable ¢ l'identité suivante ait lieu, à savoir: 


f (t, , tz, , t^») ze f(z, , 5 7) 
g(tu, ,1z,, l"7) g(x, , %,, 7) 


aber | 
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il faudra, à une méme puissance de / pres, que numerateur et dénomina- 
teur restent chacun invariable quand on y effectue cette substitution; ces 
deux fonctions devront donc satisfaire à l'équation 


| tz, „to, , ry) = frm) 


| gx, ‚tx, , ty) = Pg(v, , 9, , 1), 


(11) 


y étant un nombre arbitraire, entier et positif. En effet si f et g satis- 
font à ces conditions leur quotient sera indépendant de / et par suite du 
paramètre 4. Si cette condition n'est pas remplie, on peut évidemment 
réunir dans f comme dans g tous les produits de la forme zjzjz' en 
un seul et méme terme, qui aprés cette substitution de ix, , f, , £7, à 


7,,2,,7 contiennent la même puissance de / en facteur. Soit donc 


13; 


IE da EISE ie 


9g 9.9.9 





on obtiendra pour ce quotient, la substitution étant effectuée, une ex- 
pression de la forme 

i^f, + bef, +... + UPS 

UD. ep UL Gee eo Se Ug, 





qui ne peut être indépendante de la variable ¢ que dans le cas seul où 


celle-ci disparait entiérement du quotient, c'est à dire si 


. h=k= 1, fy = =} 


et cette condition revient à celle exprimée par les équations (11). 
Une fonction rationnelle F(z,, z,, 7) quf jouit de la propriété sui- 


vante: à savoir que l'on a identiquement 
Ia. "a. m HEU fs = 
Fitz, , ta, , ty) —  F(z,, ©, ; 9); 


sappellera une fonction homogène de ces trois quantités et le nombre 
entier y (qui peut être positif, nul ou négatif) portera le nom de degré 
d'homogénéité ou seulement de degré de F(r,, ,,7). La proposition 
exprimée par l'équation (10) pourra dés lors sénoncer plus simplement 
comme il suit: 
Une fonction rationnelle Fí(r,, r,. x) n'est égale à une fonction 
rationnelle de x et y (et par suite n'est indépendante du para- 
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métre 4) que dans le cas seul ou elle est une fonction homogene 
de degré o. 
La proposition qu'on vient de trouver prend alors la forme suivante: 


Toute fonction rationnelle de x et y peut se mettre sous la forme 
du quotient de deux fonctions entières et homogènes de (x, , x, , 7) 
de méme degré, et inversement tout quotient de cette espèce est égal 


à une fonction de x et y. 


Soit done maintenant une fonction arbitraire représentée de cette 
facon par le quotient 
F@,y) = ren, 
g(z, » La» 7) 
le numérateur et le dénominateur étant des fonctions entières et homogènes 
de (r,,7,.7), on reconnait de nouveau que les zéros et les infinis va- 
riables du numérateur et du dénominateur, c'est à dire ceux qui dépendent 
du paramètre 4, ne peuvent être en aucune facon des valeurs singulières 
de F(x, y), puisque cette fonction ne contient aucunement ce paramètre. 
Les valeurs singulières de F ne peuvent donc se présenter que pour les 
zeros et infinis fires de f et g. Les fonctions entières f(x, , 
g(r,,T,,*) ne possèdent aucun infini fixe mais seulement des zéros fixes, 


x, , 7) et 


puisque #,,#,,% n'ont eux-mêmes que de telles valeurs singulières. Done 


223 
les zéros de F(x. y) se trouvent seulement parmi les zeros fixes du nu- 
mérateur f(r,, $,, 7), et les infinis de F(x, y) seulement parmi les zeros 
fires du dénominateur g(x,,2,,7). Toute fonction F(r, y) est maintenant 
mise sous la forme d'un quotient de deux fonctions qui ne deviennent 
jamais infinies indépendamment du paramètre #. Comme enfin on peut 
représenter toute fonction du genre G(y, x) par le quotient de deux fonc- 
tions de z,, r,,7 entieres et homogènes, nous sommes conduits dans la 
suite à n'étudier que des fonctions enfières et homogènes de x,, x, , 7; et 
comme ce sont leurs zéros fires qui interviennent seuls dans ce mode de 
représentation nous ne considérerons que ceux-là, sans nous occuper des 
valeurs singulières variables avec le paramètre w. 


De méme que pour les formes en (x, , r,) on pourra aussi ranger 


1 
en classes les fonctions homogènes de (r,, r,, 7%) selon leur degré p. Les 
fonctions de degré o se distinguent des autres en ce que seules elles sont 


égales à des fonctions rationnelles du genre G(y, x); elles sont par suite 
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indépendantes du paramètre #. C’est done à bon droit que nous dé- 
signerons cette classe de fonctions homogènes par »elasse principale». 

Nous tirons de suite comme conséquence immédiate du second théorème 
qui vient d'être énoncé la conclusion suivante: le quotient de deux fonc- 
tions F(r,, 7,, z), G(r,, x,, 7) de méme classe est égal à une fonction de 
la »classe principale» ou a une fonction du genre G(y, 7); ou ce qui 
revient au méme: deux fonctions d'une méme classe sont toujours pro- 
portionnelles à deux fonctions rationnelles de (x, y). Nous pouvons 
encore dans ce cas, poursuivant plus loin l'analogie avec les définitions 
correspondantes de la théorie des nombres, considérer deux fonctions de 
la méme classe comme »relativement équivalentes». En particulier toute 
fonction homogène de (r,. v,, z) est équivalente à une fonction homogene 
de (x,,,), par exemple à x, l'exposant y étant égal à son degré. 


$ 3. Des formes homogènes entières et de leur représentation 
par un systéme fondamental. 


Il résulte des propositions énoncées dans le chapitre précédent qu'au 
lieu de considérer les fonctions du genre G{(y , x) elles-mêmes, il suffit 
d'étudier les fonctions de (x, ,x,, 7) rationnelles et homogènes en suppo- 
sant que 7 satisfait à l'équation irréductible (9) trouvée au chapitre pré- 
cédent, à savoir: 


(1) 7 +9, @,2)7" +... FA,(r,, x.) —"0, 


et nous n'aurons besoin de considérer ici que les valeurs singulières fixes, 
c'est-à-dire indépendantes de w. Ces fonctions constituent aussi à elles 
seules une suite indéfinie, un genre, dont les divers membres, avec une 
modification naturelle que l'on va indiquer, se reproduisent par les opéra- 
tions de calcul élémentaires: addition, soustraction, multiplication, di- 
vision. Si on suppose en effet que 7, et 7, soient deux fonctions ho- 
étant leurs degrés respectifs, 


mogénes arbitraires de (z,, 1,, 7), p, et m, 


22 et 7: sont également des fonctions homogènes de degré 
LI ! g 
42 


B, +4 et w,—yp,- On généraliserait cette propriété pour le produit 


on voit que 7 
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d'un nombre quelconque de fonctions 7. Au contraire la somme et la 
différence de 7, et 7, ne seront homogènes que dans le cas particulier 
seul où ces fonctions sont de méme degré, où par conséquent elles appar- 
tiennent à une méme classe. C'est pour cette raison que dans ce qui va 
suivre nous n'effectuerons l'addition que pour les fonctions de méme classe. 
Puisque, sous cette restriction, les fonctions rationnelles de (x, , v, , 7) 
forment un ensemble fermé, il convient d'appeler cet ensemble un genre. 
Nous la désignerons par le symbole G(a,, x, , 7). 

Les considérations suivantes coincident au fond avec celles qu'on a 
exposées au commencement du chapitre précédent, aussi suffit-il de n'in- 
diquer ici que les résultats correspondants. 

Chaque fonction w du genre G(r,,r,,7) peut se mettre d'une et 
d'une seule facon sous la forme d'une fonction de degré (» — 1) de y, 


à savoir: 


w-—w,-dFuw»yd..dcr3unaáa*5 » 


S 
D 
— 


Uy, Uyy+++5 Uy, représentant des fonctions rationnelles de (x, , »,) seule- 
ment, fonctions entières ou fractionnaires. Car à cause de lirreductibilite 
de l'équation en y, irréductibilité qu'on a supposée exister, et qui entraine 
aussi celle de l'équation en 7, une équation 


(2 a) uy + Uy +... Hu =O 


ne saurait exister que si tous les n coefficients w,, 4,,....w, , sont si- 
multanément nuls. Nous désignerons pour cette raison les » fonctions 


(2 b) LE nun M ST as 
comme un systéme de fonctions linéairement indépendantes du genre 
G(#,,%,,7), car elles ne sauraient être reliées par aucune équation li- 
néaire (2 a). 

Il est clair qu'on peut trouver une infinité de pareils systémes de 
n fonctions linéairement indépendantes. Soient en effet 


(2 c) Tis ao tro Am 


n fonctions homogènes du genre G, si on les exprime séparément au moyen 
des fonctions (2 a) on obtient les équations suivantes au nombre de n 
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yi s plur de sp 
ay 
M = Uno + 93472 Ft --- ER EN, 


En ; —1 
Qn = Uno =F 106,7] ut a ehe =F Un Ae ) 


où les coefficients w; sont des fonctions homogènes de (x, ,æ,). Si le 
déterminant de la substitution, à savoir: 


| ax | rase) 
est different de zéro, on pourra exprimer les valeurs (1, 2 ,..., z" ') en 
fonction du système (5,.7,,..., ,); ces dernières fonctions sont donc li- 
néairement indépendantes. Si ce méme déterminant est nul, on sait qu'on 
| pourra trouver n fonctions w,(x,,x,),...,u,(x,,x,) non toutes nulles, telles 
que l'équation 
CE de EOC TO 


soit satisfaite identiquement, parce que tous les coefficients de 1,7,..., 7" 


s’annulent quand on y remplace 7,,...,7, par leur valeur donnée par 
(2d) Dans ce cas les » fonctions (5,,...,7,) ne sont pas linéairement 


indépendantes. 

Soit & le degré de w dans (2), le degré de chacun des » produits 
uy est égal à y. Comme m est le degré de 7 et par suite mi celui de 
7, on trouve que le degré 2; de u, est égal à p — mi. 

Si en particulier w est une fonction enfière et rationnelle de (x,,x,,7), 
Uy, M, ss, 16, sont aussi des fonctions entières et homogènes de (m, , #,) 
et comme leur degré est toujours un nombre entier positif, tous les coeffi- 
cients #; pour lesquels le nombre (y — mi) serait négatif devront dans ce 
cas manquer dans la représentation (2). 

Toute fonction w du genre G(r,, v,, x) satisfait à une équation de 
degré n 


(3) F(w) = w" + B,((»,z)w"-rF... + B,(1,, 2$) = 0 


dont les coefficients dépendent de (m, , v,). 
Ici encore, il est trés facile de former cette équation par l'élimina- 
tion de 7 entre les x équations 


- E r k—1 
(3 a) un = Xu d=1,.,m 
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que l'on obtient en réduisant au degré (n—1) en 7 les n produits wy’ 
en se servant de l'équation (1). L'éliminant peut s’écrire alors sous la 
forme du déterminant suivant 





Uns Um s (Un — W) 





Il convient de remarquer que l'équation qu'on vient de former n'est 
pas nécessairement l'équation de moindre degré à laquelle satisfasse w. 
Dans la suite nous indiquerons un moyen qui pour chaque valeur w 
permettra de trouver facilement l'équation de moindre degré 


(4) e(w) = w + Ba, we Ss. cB v.) — 9) 


à laquelle elle satisfait et qui par suite n'est plus réductible. On dé- 
montre alors par des théorèmes connus que si w satisfait à une autre 
équation ¢,(w) = o, ¢,(w) est nécessairement divisible par la fonction 
irréductible e(w). En particulier la fonction (3) que nous avons trouvée 
précédemment est toujours divisible par ç(w). 

Soit # le degré de la fonction homogène w, w et la puissance mj 
appartiennent alors à une méme classe, et le quotient 


est par conséquent complétement indépendant du paramètre x. Rempla- 
cons w dans(4) par zw), z satisfera alors à l'équation 
B XC a 


om gap 4. 
d Lo V 





il en résulte que les coefficients de cette équation sont également indé- 
pendants de u. 

Remarquons que cette expression ne sure. se decomposer en plu- 
sieurs autres de degré différent, car chacune devrait alors étre séparément 


nulle, il s'en suivrait que z, et par conséquent aussi w, satisferait à une 
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équation de degré inférieur à e, ce qui est contraire à l'hypothése pré- 
cédente. 
Done chacun de ces coefficients est une fonction homogene (entiere 


ou fractionnaire) de x, ,x, et les degrés de 


Bis): Bang y a) 


sont respectivement 


Jc PAD o atio] 


p étant le degré de w. | Nous considérerons dés le début tous ces coeffi- 
cients sous leur forme réduite, nous supposerons donc que les facteurs 
linéaires de la forme (xx, — 4"r,) qui pourraient se trouver communs 
au numérateur et au dénominateur ont été supprimés préalablement. 

L'équation (4) définit w comme une fonction algébrique et bien dé- 
terminée de x, pour toute valeur fixe du paramètre uw; ou, ce qui en 
revient au méme, cette équation représente pour toute valeur de w une 
courbe algébrique bien déterminée. A une valeur z — a correspondent 
des valeurs de w finies, ou des points de la courbe à distance finie, dans 
le cas et dans le cas seul où aucun des e coefficients DB,(r,, r,) ne de- 
vient infini pour cette valeur de x. Nous appellerons au contraire cette 
valeur (r — a) un infini de w, si au moins un de ces coefficients et par 
suite aussi au moins une des e valeurs correspondantes de w devient infinie 
pour cette valeur. 

Si on laisse 4 prendre toutes les valeurs possibles, # représente un 
faisceau de fonctions algébriques, l'équation (4) en w détermine done un 
faisceau de courbes algébriques. 

Nous appellerons la valeur (x =a) un infini fire de w dans le cas 
où pour chaque valeur de u elle est un infini de w, dans le cas, par con- 
séquent, ou toutes les courbes du faisceau ont en cet endroit au moins 
un point fixe à distance infinie. La valeur =a, ou, comme nous 
pouvons encore écrire, la valeur 


est un tel infini fixe et ne l'est que dans le cas seul ou le facteur li- 
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néaire (a'z, — «",) correspondant à cette valeur, se trouve en dénominateur 
dans au moins un des coefficients DB;(r,, r,). Si ce n'est pas là le cas, 
on peut toujours choisir le paramètre x d'une infinité de maniéres de 
facon que les valeurs correspondantes de w se trouvent toutes être finies. 

Une importance toute particuliére doit étre attachée aux fonctions 
w, qui, quelle que soit la valeur de x correspondante, ne possèdent 
aucun infini fixe, qui correspondent par conséquent à un faisceau de 
courbes n'ayant aucun point commun situé à l'infini. Celles-ci sont évi- 
demment caractérisées en ce que les e coefficients B,(x,,v,) qui figurent 
dans l'équation (4) n'ont aucun dénominateur, qu'elles sont par suite des 
fonctions entières et homogènes de x,, x,. Une telle fonction w doitétre 
appelée une fonction algébrique entière ou une fonction entière du genre 
Ga, ,2,, 7) 

De cette definition des fonctions algebriques et entiéres on deduit 
immédiatement une suite de propriétés qui leur appartiennent. Il résulte 
d'abord que l'hypothése que nous avons faite ici à savoir que w est une 
fonction algébrique entiére peut étre remplacée par une bien plus géné- 
"ale. Si w satisfait en effet à n'importe quelle équation, irréductible ou 
non, d(w) =o dont les coefficients sont des fonctions entières de z,, x,, 
w est également entier et algébrique. Car soit e(w) = o l'équation de 
moindre degré qui détermine w, ¢(w) sera un diviseur de ¢(w), on 
aura donc 


(v) = ¢(w)0(w) 


et on démontre aisément que ¢(w) a comme coefficients des fonctions en- 
tieres de x, , z,, si tel est le cas pour d(w). En particulier w est toujours 
algébriquement entier lorsque l'équation (3) de degré » a ses coefficients 
entiers. 

Une fonction homogene w a aussi le caractère d’être algébriquement 
entière quand on peut déterminer d'une infinité de façons le paramètre 
4 de manière que toutes les quantités conjuguées à w possèdent des 
valeurs finies pour une valeur arbitraire «=a donnée à l'avance. 

Considérons maintenant deux fonctions w, et w, algébriques et en- 
tieres et déterminons le paramètre # de facon que les quantités.conjuguées 
à w, ef à w, soient finies pour cette valeur v —a,1l en sera alors de 


méme pour leur somme w, + w, et leur produit w,w,, et comme cette 
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propriété peut étre étendue à un nombre quelconque de grandeurs algé- 
briques et entières, on peut énoncer le théorème suivant: 

La somme et le produit d'un nombre quelconque de fonctions algé- 
briques et entiéres est aussi une fonction algébriquement entiére. 

Il s’en suit immédiatement que tout polynome en 7 dont les coeffi- 
cients sont des formes de z,, 7, entières et homogènes est également 
aleébriquement entière, et comme une telle fonction de 7 peut toujours 
se ramener au degré (n — 1), on peut énoncer le théorème suivant: 

Toute quantité w du genre G{(x, ,#,, 4) est algébriquement entiere, 


quand, en la mettant sous la forme 


—1 
(5) w= 4 ++... +49 
les formes homogènes 5, ,0,,...,9, , sont toutes des fonctions entieres. 
o 0? 105 ? n—1 
Les n quantités (1,7,..., 7" ') forment donc aussi un systeme de 


n fonctions entières et linéairement indépendantes du genre Gí(r,, x, , 7). 
On peut évidemment trouver une infinité de systémes de fonctions li- 
néaires, indépendantes, entières et algébriques. Soit en effet 7, ,..., 7,, 
n fonctions algébriquement entières et soit en général: 


—1 : 
D = Un + da + -- + oa» > (G=1,9,...,n) 


on démontre exactement de la même manière que précédemment que ces 
fonctions sont indépendantes dans le cas seul où le déterminant de la sub 
stitution 

| | 


n'est pas identiquement nul. Une importance toute particuliére s'attache 


ici au degré total d'un pareil système (5,,...,7,) de quantités entieres 
indépendantes, je veux dire à la somme des degrés des » fonctions 
7:»7],5:::5 ne Celle-ci se trouve évidemment étre, pour le systeme 
en, 

n(n — 1) 


o+tm+2m+...+(n—1)m=m 


Comme le degré d'une fonction entière et homogène ne peut jamais étre 
un nombre entier négatif, il en est de méme également du degré total 
d'un systéme de fonctions indépendantes et entiéres. 
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Toute quantité du genre peut être mise sous la forme (5), ce- 
pendant les coefficients 4,,..., w, , seront en général des formes de 
(x, , æ,) fractionnaires et homogènes. Si on réduit tous ces coefficients au 
méme dénominateur, chaque forme homogène de ce genre, qu'elle soit 
aleébriquement entiére ou non, se présente sous la forme 

DEPO ER ee be ae 17/5 


(6) w= Mee , 





les coefficients 4,0, ,...,w, , et le.dénominateur N(r,, «,) étant des 
formes de (x, , v,) seulement, entières et homogènes. On peut méme dès 
le début supposer que ces (n + 1) formes de (r,, r,) n'ont plus aucun 
facteur linéaire commun puisqu'on pourra toujours commencer par dé- 
terminer celui-ci et par le supprimer. Done, puisque dans ce mode de 
représentation de w sous forme de fraction, ni dénominateur ni numé- 
rateur ne posséde un infini fixe, il s'en suit que, dans cette représentation 
des quantités w du genre G(r, , v, , 7) de méme que précédemment dans 
celle des fonctions de (x, , v,) seulement, les zéros fixes de w doivent tous 
se trouver parmi les zéros fixes du numérateur et les infinis parmi les 
zéros du dénominateur. 

Par contre la représentation des quantités w du genre G(x, , x, , 7) 
sous la forme (6) est encore trés défectueuse en ce que la fraction qui 
y figure n'est pas réduite de facon que son numérateur s'annule seule- 
ment pour les zéros de w et son dénominateur seulement pour les infinis 
de cette même fonction. Par les considérations suivantes je veux montrer, 
comment on peut lever cet inconvenient. 

On peut considérer d'abord le cas où un des facteurs linéaires du 
dénominateur, soit: 


se trouve contenu dans le numérateur bien quil ne soit pas en facteur 
dans les # coefficients w,, 4,,..., €, ,, C'est à dire, que le quotient 


LSP OE Uo nm rep T 





(6 a) WE 


ir 


soit algebriquement entier, sans que le facteur linéaire £ au dénomina- 
teur puisse s’enlever directement. 
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Si tel est le cas, nous prouverons tout de suite par une considération 
facile qu'alors le système (1,7,...,7"?) peut être remplacé par un 
autre système de fonctions entières et algébriques, dont le degré total est 
inférieur d'une unité à celui du premier systeme; on peut abaisser de 
nouveau le degré de ce second système, dans le cas où une quantité 
aleébriquement entière ne peut étre représentée par ce nouveau systéme 
que sous forme fractionnaire et ainsi de suite. Le degré total d’un tel 
système ne pouvant jamais être négatif, on doit nécessairement finir par 
arriver à un système 


(7) Sis Serer En 
^ . 
de n quantités linéairement indépendantes, entières et algébriques, qui peu- 
vent servir à représenter toutes les fonctions algébriquement entiéres par 
des formes linéaires et homogènes, n'ayant aucun dénominateur N(m,, #,), 
c'est à dire dont les coefficients sont des fonctions entières de (x, , #,). 
Un tel système (7) sera appelé un système fondamental du genre 
G(x,, 7,7) et on peut maintenant énoncer comme il suit sa propriété 
caractéristique: 


Soit (€,,é,,-.-,€,) un systeme fondamental d'un genre G(x, , 4, ,%), 
toutes les fonctions algébriquement enticres de celui-ci et celles-là 


seulement sont comprises dans la forme 


UA =e TAS == sear: SF TN 


N 


Ur, U ., u, étant des formes entières et homogènes de m, , x,. 


her: 

La remarque suivante démontre l'existence réelle d'un pareil systeme 
fondamental pour tout genre G(r,, z,, 7). Si le systeme (1,5, .... 7" )) 
n'est pas un systéme fondamental, il existe au moins une fonction ho- 


mogene 


aom, vm) (m. EN Es Unie, . 5" 
(8) m= ui ») ^l x0 Le = L 1VA ra) 9 





qui est algébriquement entière, bien que le facteur linéaire &, ne soit 
pas contenu dans tous les » coefficients w,(r,, x,) du numérateur. 
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Soit £, un facteur linéaire quelconque qui ne soit pas équivalent à 
£, soit donc 
£ ER #7 = y 
Sy T MC a y 
Ld 14 vr 
SAT Pa; er Ts 
: ; a Pg my ee = incid à 1 
où les zéros — et — de = et £, ne coincident pas, on peut remplacer 
[74 Î a 


x, et x, par leur valeur en &, £, dans les coefficients w,(2, , ©); 7, de 


viendra dans ce cas 





(8 a) J| — 


aE, 5) + UE,» 69 E... + mal, 
i i 
S 


Si maintenant dans chacune des n formes homogènes u;,(é,, £j de degré 
À 


L 


coefficient w;(€,, £,) comme il suit 


on sépare des autres le terme indépendant de &,, on pourra écrire le 


u;(E, , e) = Eu (E, , 22) s ner, 


VQ, 0,5... Un étant des constantes. 


Posons pour abréger 


yos u(E, D &) sis ui (6, , £)9 +... + ur (E, ; £39 73 


PR ah An n—1 
(9) Hn Voss + ViS2 7) ee a 
7 — « 
40 





sr 


on obtient pour 7, la forme suivante: 


7» — % + Mm 


ou bien 
1 LA 
Yo = Yo — Yo» 


et comme évidemment 7, est algébriquement entier, il résulte de la der- 
niere équation que la quantité 7, trouvée précédemment doit aussi être 
algébriquement entiére. 

De ce fait que 7, et par suite aussi 7, est homogène, il résulte que 
les degrés des produits respectifs (£/x;) du numérateur ont même degré 
et que par suite chacun des exposants entiers A), À, ,..., À, , est plus 
petit que le précédent. Soit done v, la dernière constante du numérateur 


x 
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"n 


de 7, qui soit différente de zéro, on pourra écrire cette fonction sous 
la forme: 


aha EÀy—Àh h 
PIRE HERR Vos = + Tic ; 7 d Mo à + vn 
No So + 





EU 


et il résulte des deux équations relatives à la nouvelle quantité 7, qu'on 
vient d'introduire, à savoir 








"n gÀAy—Àh h 
fi OS SP coe Se OL, 
7n ein £z ra? 

$2 $1 


que 7, est aussi algébriquement entier, parce que d’après la première 
expression 7, ne possède aucun infini fixe pour le zéro de & et d’après 
la seconde il n'en a pas pour le zéro de £,; et parce qu'il ne peut en 
aucune façon posséder d'autres infinis. Si on remplace maintenant le 
systéme primitif 


h 
(10) ES qoo RU SER RU MORS) 
par le nouveau 
; - —1 
(10 a) Way hha ee 


dans lequel le seul élément nouveau 7, dépend de ceux du système (10) 
par l'équation 





wGr y m6 u 
(11) Wa = xis = e See BOE s 
$1 Sy sı 


on reconnait que (10a) est également un systeme de quantités entieres 
algébriques linéairement indépendantes, parce qu'on voit immédiatement 
que les éléments du premier systéme (10) peuvent s'exprimer au moyen 
de ceux du second; on voit aussi d'aprés (11) que le degré total du 
second systéme est inférieur d'une unité à celui du premier, car le degré 


de la seule fonction nouvelle z, qui y figure est égal non pas à celui 
h 





. x . 7 
de z' mais à celui de 2. 
51 
. \ n—1 Ina ^. Q 
Si ce second systeme (1,5*,,..,,,..., 7 ) n'est encore pas un 


systéme fondamental, on montrerait exactement comme on vient de le 
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faire, qu'on peut remplacer de nouveau ce systéme par un autre de degré 
encore moindre, et en continuant ainsi on arrive nécessairement à un 
systeme fondamental (&,, €,,..., &). 

Il est cependant bon de faire remarquer ici que par la méthode 
simple indiquée, on a seulement établi l'existence d'un pareil systeme 
fondamental, mais qu'on n'a pas pour autant indiqué un moyen pour 
le trouver méme dans les cas les plus simples, et c'est précisement ce der- 
nier point qui, dans toutes les applications de la théorie, se trouve étre 
d'une importance capitale. On pourrait, il est vrai, en ne cherchant que 
la clareté et le cóté purement abstrait et philosophique, se contenter de 
l'aperçu qu'on vient de donner pour en faire, sans grande peine, le fon- 
dement d'une théorie compléte des fonctions algébriques, ou, ce qui en 
revient au méme, des courbes algébriques. Cette théorie cependant aurait 
le trés grave inconvénient de ne pouvoir à elle seule servir à déterminer 
en aucune facon les propriétés de n'importe quelle classe déterminée de 
courbes algébriques. C'est pourquoi je veux démontrer dans la suite, 
qu'on peut, en partant d'un système donné arbitrairement de n fonctions 
indépendantes algébriques et entiéres (par exemple en partant du systéme 
considéré précédemment r,7,...,7'" ') arriver toujours par la résolution 
seule d'un certain nombre d'équations linéaires à un système fondamental. 

Par les considérations que nous venons d'exposer nous avons résolu 
une question dont on verra l'importance dans la suite. Soit en effet 
0 s.s e $,) un systeme de n fonctions indépendantes entières et alge- 
briques, supposons qu'on connaisse une fonction entiére 7 qui, exprimée 
au moyen de ce systéme, se présente sous la forme fractionnaire suivante 


5 ud ue CHE 5) Yn 





Srp 


sans que le facteur linéaire & en dénominateur soit contenu dans tous 
les coefficients w,(r,, #,) du numérateur, dans ce cas 7 et (y,,--.+, Mn) 
donnent lieu à un nouveau système de » fonctions (zi,...,7;) indé- 
pendantes et entiéres dont le degré total est inférieur d'une unité à celui 
du système précédent et qu'on peut déterminer par la méthode exposée 
plus haut. On reconnait en passant, sans en dire plus long, que ce 


nouveau systeme permet de représenter (7, ,...,%,) aussi bien que » sans 
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dénominateur. Toute la tâche qui nous reste encore à faire consiste donc 
à trouver toutes les fonctions algébriques et entières 7 qui, exprimées au 
moyen d'un systeme (*,,...,7,) se présentent sous forme fractionnaire. 


8 4. Des propriétés principales du système fondamental, 


Avant de passer à la formation d'un systéme fondamental nous 
allons mettre en lumiére quelques-unes de ses propriétés pour montrer 
quelle étroite parenté existe entre le systéme fondamental et le genre 
G(x, ,%,, 7) déjà étudié. 

Pour faciliter la lecture nous désignerons dans tout ce qui suit par 
le symbole [y] le degré d'une fonction homogène 7 de 7, , x, 7. On a 


alors les équations 


[77^] = ly] + bo”) 
[7] = 


TU 
[7] = riz) 
dont nous ferons usage dans la suite. De la méme maniére nous désigne- 
rons le degré total de m fonctions homegenes 7,,...,*, par Ix mu 
c'est à dire nous poserons 


set, te rn u! 


Une propriété caractéristique du système fondamental d'un genre 
Y a \ ^ aA > SATE J^ qniv« . 
G(z, ‚%,,7) peut senoncer par le théoréme important suivant: 
Un système (£, &,..., £) de n fonctions indépendantes entières 


et homogènes n’est un système fondamental que dans le cas seul 
où son degré total N, est aussi petit que possible, c'est à dire quand 


le nombre entier 
N —[61-- (EE. -- (5 


L - 
CE uu 25. C. 


est minimum. 


Soit en effet (5,, ...,x,) un système independant dont le degré est 
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minimum, et supposons que ce système ne soit pas fondamental, il devrait 
exister au moins une fonction 7 entière et algébrique qui représentée par 
celui-ci se présenterait sous la forme fractionnaire 


LA u, Hy), + Ur (TL, )Tn 





um 


1 


D'après le théorème énoncé à la fin du chapitre précédent on pourrait 
remplacer ce système par un autre de degré moindre, ce qui est im- 
possible puisque le degré [y,,...,7,] est déjà par hypothèse un mini- 
mum. Donc tout système dont le degré est minimum est un système 
fondamental. 

Inversement aussi, le degré d'un système fondamental est minimum. 
S'il existait en effet un autre système (9, , ...,2,) de degré encore moindre, 
on montrerait facilement que ses » éléments ne sont pas indépendants les 
uns des autres. Pour le démontrer imaginons-nous les éléments des deux 
systèmes rangés par ordre de degré croissant, c'est à dire de facon que 


EE ES eg petes Ls] 
FA PRISES AE 


et comparons, en commençant par $ et y,, les degrés de deux éléments 











se correspondant dans une méme colonne verticale. Comme le degré 
e 
Eye, Cest Supérieur “a "7:57 


1235 92 


335-5] ON arrivera nécessaire- 


ment à deux éléments correspondants $ et 7; pour lesquels on aura 


2 [7:] < [6] 


et le degré des 7 premiers éléments 7,,7,, 


à celui de £. Comme (€,,..., £) est un systeme fondamental, (, , ..., 7) 


euvent être représentés par celui-ci linéairen et d'une facon homogene 
p t ét [ t ] ] ment et d g 


..,7, sera à fortiori inférieur 


avec des coefficients entiers, on a donc les i équations: 


NM, — GG d. € iai 1° 


UE CA Files --- A i1 G1) 


(2) 
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où les éléments &, £,,,.... 4 ne peuvent intervenir puisqu'ils sont de 


degré supérieur à celui des éléments 7,,7,,...,7, représentés. Mais 
si les i fonctions (y,,...,%,) sont exprimables en fonction linéaire et 
homogene de (£,...,& ;), elles ne sont pas indépendantes les unes des 


autres, car alors on pourra déterminer à fonctions 4,,..., 4; de (#,, v,) 


différentes de zéro, de manière qu'ils satisfassent à l'équation: 


SUE SSUECU te 4; —0 


parce qu'aprés la substitution des expression (2) pour (7,,...,7;) tous 
les coefficients de (€,..., £ ;) sont identiquement nuls. Il n'y a donc 
pas, par suite, de systeme indépendant (y,,..., 7,) de degré moindre que 


le système fondamental, ce qui démontre entièrement le théoréme énoncé 
précédemment. 

Aprés avoir ainsi trouvé la propriété caractéristique de ce systéme 
fondamental, on est tout naturellement conduit à se demander s'il en 
existe plusieurs, et si tel est le cas, quel rapport les relie entre eux. 
La solution se trouve donnée par un théorème général, dont voici l'énoncé: 


Soient (£,&,..., 6) et (G,G,---,G) deux systèmes fonda- 
mentaux du genre G(x, ,#,,%) ordonnés d’après les degrés de leurs 
éléments, de sorte qu'en général on ait 


BIS] et [Ig] E [eal 


deux éléments correspondants ont toujours le méme degré, c'est à dire 
que l'on a 


[&] — CET (r21,2, ...,n) 


21 


Pour démontrer ce théorème, comparons, en commençant par & et €; 
les degrés de deux éléments correspondants. Si le théorème précédent 
était faux, on arriverait forcément à la fin à deux éléments correspondants 
& et & de degré différent tels que 


[5] > (6); 


on démontre alors exactement comme dans la premiére proposition qu'on 
zr 


peut exprimer les ; éléments ($,...,4;) en fonction linéaire et homogène 
des (i — 1) éléments (4 ,..., 5$.) du premier systéme fondamental, car 
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les éléments suivants (&, &,:,...,&) sont de degré supérieur à celui 
de (4,..., 4). On en concluerait tout comme précédemment qu'il 


existe une relation linéaire entre (£5, ..., &) de la forme 
77 Fi 
ZA cius. 1 A Ge 0, 


que ceux-ci ne sont done pas indépendants; ce qui se trouve en contra- 
diction avec l'hypothèse suivant laquelle (£5,..., #7) serait un système 
fondamental. On doit done avoir aussi [£] = [£], ce qui démontre le 
théoréme énoncé plus haut. 

Ce théoréme conduit à une relation entre deux systémes fondamentaux, 
relation au moyen de laquelle on déduit aisément tous les systémes fonda- 
mentaux d'un seul Si on considére en effet dans deux systèmes fonda- 
mentaux (6, &,..., €) et (6, 6, ..., €) les éléments seuls dont le degré 
ne dépasse pas un nombre y arbitraire d'ailleurs, mais désigné à l'avance, 
leur nombre sera, d'aprés le théoréme précédent, le méme dans les deux 
systèmes. Soient pour une valeur p déterminée 


($56) et (55,55) 


les éléments que l'on considère ici, il résulte de ce qui précède que les 
b 
À éléments £Z,...,4 peuvent s'exprimer en fonction linéaire et homogene 
15 3 SA 1 D 
du système ¢,...,6 à l'aide de fonctions de #,,x, entières et homogènes 


comme coefficients, car dans l'expression de ces éléments par le système 


complet (€,...,¢,) les dernières fonctions ($,,,...,6) ne sauraient 
intervenir. On peut de méme exprimer les fonctions ¢,..., par le 
système (&,..., C). Il doit donc exister deux systèmes de A équations 
linéaires 
kA T=A 
G = Land G= Lait, GA 


(ax) et (aj) qui entrent comme coefficients étant des fonctions entieres et 
homogènes de (x, , #,). 

Si on remplace dans les À premières équations les fonctions & par 
leur valeur tirée du second systéme on obtient les équations 


zei i=1 
peto Bi 1 pi : ‘ 
et — = DI arse plas (#=1,2,..., 4) 
k=1 t=1 


et comme ces équations ne peuvent avoir lieu que si les coefficients de 


bo 
-1 
© 
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£,..., & coincident dans les deux membres, on obtient pour les coeffi- 


cients de la substitution les A” équations 


k=h ze 
aa = de. NES ) 
EL d;-=0 pour iZT 
On en déduit, en appliquant le théorème relatif a la multiplication de 
deux déterminants 


c'est à dire que le produit des deux déterminants de substitution est égal 
à 1. Comme tous les éléments des deux systèmes (a,) et (aj) sont des 
fonctions de (x,,#,) entières et homogènes, il en résulte que ces deux 
déterminants de substitution sont elles-mêmes des constantes différentes 
de zéro. On peut donc énoncer le théoréme suivant: 


Si on considère dans deux systèmes fondamentaux ({,..., ¢, 
etae ---, CY seulemeut, les elements (6,7... 6) et. (£1 341. 164 


dont le degré est inférieur à un nombre déterminé y, un de ces 

systémes partielles dérive de l'autre par une substitution à coeffi- 

cients entiers et à déterminant constant et différent de zéro. 

Si en particulier on choisit comme limite supérieure un nombre p 
supérieur au degré le plus élevé des éléments des deux systèmes, si donc 


on prend 
a [4] 


on obtient le corollaire suivant: 


Tout système fondamental (,...,6;) provient de l’un quel- 
conque de ceux-ci (&,...,%) par une substitution dont les coeffi- 


cients sont des fonctions entières et homogènes de (r,, 2,) et dont 
le déterminant est une constante différente de zéro. 


Si réciproquement (&,&,...,%) est un système fondamental et 
(£,...,€) un systeme de fonctions entières et homogènes qui provient 


de la première par une substitution 


LÀ = - 
c= PICEA G=1,2,...,n) 
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dont le déterminant est une constante différente de zéro, ($1, .... &) 
sera un système fondamental. Car en résolvant ces m équations on ob- 


tient un systéme 
2 gr 
G = Dank: 


dont les coefficients sont également des fonctions entières de x, ,æ,, puisque 
le seul dénominateur qui puisse se présenter, le déterminant |a; |, est une 
constante différente de zéro. 

Done puisque pour chacun des deux systèmes ($,..,0) et (Gy...) 
dont l'un est un système fondamental, les éléments de l'un s'expriment 
en fonction linéaire et homogène de ceux de l'autre, les coefficients de 
ces expressions étant entiers, il en résulte que (61, ..., 5) est aussi un 
systéme fondamental. 

On trouve done, d'aprés ce que nous venons de dire, qu'il existe 
en effet une infinité de systémes fondamentaux qui dérivent tous les uns 
des autres par une substitution du genre indiqué plus haut, le premier 
système étant choisi arbitrairement parmi tous ces systèmes fondamentaux, 
qui sont les seuls à jouir de cette propriété; on voit enfin qu'on tient 
en main tous les systemes dés qu'on en a trouvé un. 

Nous allons maintenant à Ja place de x, , x, introduire des quantités 


£,,€, reliées aux précédentes par les deux équations 
Sess ,, m Up 
& = «2, Gi Das 
Ld 14 144 
mg 75 pv, —B T, 


dont le déterminant de substitution (a'g" — fa’) est différent de zéro; 
ou bien, ce qui revient au méme, nous allons remplacer la variable in- 
dépendante z par une autre € qui en dérive par une substitution arbi- 


traire, linéaire et fractionnaire 


S am — 4 
ACC: 
Désignons par 
GAGS SS 


les fonctions homogènes du genre transformé G(é,, £,, 7) qui pro- 


= 


viennent des éléments (€,..., 7) du système fondamental du genre 


G(r,, ,.*), ce système sera également un système fondamental parce 
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que (&,...,€4,) constituent de nouveau un systéme de » fonctions indé- 


pendantes et algébriquement entières dont le degré [4 , 2,, ..., £,] est 
minimum. 

Comme d'autre part le degré des éléments respectifs du système, et 
par suite aussi le degré total, reste le méme aprés cette transformation, 


on peut énoncer le théoréme suivant: 


[5] [S]. --- [8] 


des n éléments d'un systéme fondamental du genre G(r,, r,,z), et par 
y o Ves s pac 


Les degrés 


suite aussi son degré total 
= 
ES OP, 55 M E 


restent les mêmes pour toute transformation des quantités (x, , 7,), li- 
néaire, homogène et réversible. Ils sont donc des invariants pour toute 
transformation de ce genre, ou, ce qui revient au inéme, pour toute trans- 
formation de la variable x linéaire, fractionnaire et réversible. 

Enfin on peut encore soumettre les degrés des éléments d'un système 
fondamental (¢,¢,...,¢,) à une étude plus approfondie. Qu'on s'imagine 
ces éléments, ce qui va toujours avoir lieu dans la suite, rangés par ordre 
de grandeur de leurs degrés; dans cette hypothèse € est nécessairement 
une constante et par suite on à 


car autrement toutes les fonctions entières du genre G(r,, r,, 7) de degré 
O, c'est à dire les constantes, ne pourraient étre exprimées au moyen du 
22 
ne seraient pas indépendants, done, nécessaire- 


système fondamental (£,4,...,&). Par contre ne peut étre une 


Le 
So 


ment [¢] et à fortiori aussi [£],...,[£] devront être égaux ou su- 


constante sans quoi $ et 


périeurs à l'unité. 
Il en résulte que le degré total 
eo 


N — [6] + [6] +--.+ [4] 


du systeme fondamental est un nombre entier positif qui est au moins 
égal à (n — 1). 
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Posons 
N=n—1i1-+p, 


cest a dire 

p= N—n+1, 
ou la constante p sera un nombre entier > 0; celle-ci est un invariant 
de la plus haute importance pour le genre G(r,, $,, 7), ou, ce qui revient 
au méme, pour l'équation primitive 


f(& , y) = OF 


qui définit la classe de courbes algébriques, car les considérations sui- 
vantes nous apprendront que p est un invariant pour la transformation 
bien définie et réversible des trois quantités z,, r,, 7, ou, ce qui revient 
au méme, pour les deux variables (r, y). Ce nombre p sera designé 
d'après WEIERSTRASS par le »rang» des courbes algébriques ou du genre 
G (v, » V5 7). 

Mais avant d'employer le système fondamental pour représenter les 
fonctions du genre G(x,,#,,7) nous résoudrons en entier d'abord la 
question. fondamentale de cette théorie à savoir: la recherche d'un sy- 
stème fondamental et sa formation. 


§ 5. Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction algé- 
brique et entière soit divisible par une puissance fractionnaire 
d'un facteur linéaire. 


Soit 


(1) Mis Vos +» Ys 


un système arbitraire de » fonctions algébriques et entiéres, homogènes, 
que nous supposerons ordonné d’après les degrés de ses éléments, de 


facon que 


(x a) [n] € Pal € --- € [.]- 


Si ce système n'est pas un système fondamental du genre G(m,, v, , 7) 
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il existe au moins une fonction 7 algébrique et entière qui peut étre 
exprimée sous forme de fraction par le systéme (1), comme il suit: 





1,7] ats 137]; + I Æ Un Yn 
= ire? 


(2) 4 = 2 


$1 


les coefficients w,(r,, r,) ne contenant pas tous £ en facteur. Soit main- 
tenant £, un facteur linéaire arbitraire mais qui ne soit pas équivalent 
à &, c'est à dire, soit 


(3) 





E T Glee 7 
le HO LS Ban; 


ou (a'g" — fa”) So, remplacons dans (2) (x,,x,) par (£, , £j), on pourra 
comme dans (8a) du paragraphe 3 laisser de côté tous les membres 
de somme dans les coefficients #,(£ , £,) qui contiennent £, en facteur 
car ceux-ci sont évidemment algébriquement entiers. Ceci fait, on ob- 
tient comme dans $ 3 un reste de la forme suivante 


zh m 
ne ues 7. F Use 72. d- ..- + Un&s 7n 





1 


qui considéré en lui-même doit étre algébriquement entier. v,,v,,..., v, 
sont iei des constantes et les exposants À ,2,,...,2, de £, forment évidem- 
ment une suite décroissante de nombres entiers positifs, car d'apres (1 a) 
les degrés de (7, ,..., 7.) forment une suite croissante. Si enfin on met 
z' sous la forme 


ahy—)n 2) n—1— In 
P) l1S2 Dita usb Un 1 Se 7n—1 + Un”n 
n 4 4 4 
2 « E 





Ei 
on peut constater comme précédemment que le coefficient de £7 qui figure 
au second membre doit étre également algébriquement entier. 

On obtient donc tout d'abord le théorème suivant: 

Le système (7,,...,7,) composé de » fonctions indépendantes algé- 
briques et entières n'est pas un systéme fondamental dans le cas seul où 


" 


il est possible de déterminer un facteur linéaire £, = ax, — ar, et n 


constantes 7,, 7,,..., v, non toutes nulles de telle sorte que la fonction 
homogène 
Lin zÀn—1—Àn 
veg : 7A 2E ete =F tie N 7 + Un Yin 





(4) 


5 
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soit algébriquement entière, et par conséquent n'ait pas d'infini fire pour 
le zéro de €. 

Nous allons d'abord considérer le facteur linéaire £, comme donné 
arbitrairement et nous chercherons à déterminer les constantes v,,v,, ..., 
v, de facon que le quotient (4) devienne algébriquement entier. Dans 
ce but et pour plus de simplicité, à la place des x fonctions 7,,..., 7, 
dont les degrés sont en général différents entre eux, nous allons introduire : 
les » fonctions 


Ep — 


Lo £ha-i—/, 
COLLES frye ME er 


n—l. $2 Tjn—1* €, = Tin? 


TS 
Cn 
—_ 


dont les degrés sont tous les mémes et ont évidemment pour valeur 
commune celle du degré du dernier élément 7,, que nous désignerons 
par y. Avec ces notations nous pourrons définir comme il suit la tâche 
qui nous reste à accomplir: 


Il faut déterminer de la facon la plus générale les constantes 
Vj ,U, ,..., V, de façon que le quotient 


Ue ap UNT SE eae UGE 


= 
ES 


71 





nn 
Cn 
— 


soit algébriquement entier et par conséquent ne posséde aucun infini 


; [7 = 
pour le zero (« - =) de &. 


u : 


/ 


Il est clair que les x fonctions de méme degré (e, ,e,,...,e,) con- 
stituent un systéme de quantités indépendantes, tout comme les fonctions 
(is as. 7%) de degré différent dont on les a déduites; toute autre 
quantité du genre G(r,,r,,7) pourra donc être exprimée par (e, , e, , ..., €) 
sous forme linéaire et à l'aide de coefficients, fonctions rationnelles de 
(5, &). 

Posons maintenant 


(6) w= v,e, + ve, +... +e, 
Vy» 72, ... %, ayant des valeurs arbitraires, et exprimons les » produits 


WE, , W6,, ...., WE, 
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au moyen du systeme (e,,e,,...,e,); on obtient n équations de la forme 


we, = Vie; 3E EE C E Vin €, ; 


we, — PA + cee SI UnnCny 


les coefficients (v,) étant évidemment tous des fonctions linéaires et ho- 


mogenes de v» ,v,, et dont les coefficients sont tous des fonctions 


NP 
homogènes de (£,, £,) de degré 5, car les produits (we; sont de degré 
2g. Par l'élimination de e,,e,,...,e, entre ces » équations on obtient 
finalement une équation de degré » en w qui mise sous forme de dé- 


terminant s'écrit 


Pi D > gs (oni — w)| 
up EU n Oe on yr te EUR 0, , crt) 0 


qui évidemment pour des valeurs indeterminees des coefficients (v,,...,v,) 
est irréductible, sans quoi toute fonction algébrique du genre G(é, , £, , 7) 
satisferait à une équation de degré inférieur. 

Du mode méme de formation des coefficients U,,..., U, il résulte, 
sans qu'il soit besoin de donner plus de détails, que ceux-ci sont des 
fonctions homogénes et entières des constantes v,,....v, dont les degrés 
par rapport à celles-ci sont respectivement 1, 2, ..., #. Comme de 
plus en considérant des valeurs variables des paramètres v,,...,v,. 
w se trouve étre algébriquement entier, il en résulte que ces coefficients 
sont des fonctions de (£ , £j) entières et homogenes dont les degrés sont 
évidemment égaux respectivement à 5,25,...,np, p étant le degré 
commun des # fonctions e, , €,, ..., e, comme on l'a supposé plus haut. 


Si maintenant la fonction définie par (5) 


1S 
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se trouvait étre aussi algébriquement entiere, l'équation 





Pu — e" + U (v, , = pie ee“) Un) ge + U.(v, - , Un) en = m 
*1 $1 
OA Oey UP nee dX UE) 
a = s 
$1 


à laquelle e satisfait évidemment, devra avoir également tous ses coeffi- 
cients entiers, donc tous les dénominateurs devront disparaitre, sans quoi 
au moins une des » fonctions conjuguées à e deviendrait infinie pour 


r E Pa . w , . . 
le zéro fixe de &. Donc le quotient e — — sera algébriquement entier 
Si 


dans le cas seul ou les constantes v,.v ,v, Sont déterminées de 


23*** n 


façon que, en général U;(v,,..., v,) soit divisible par & ou, ce qui 
revient au méme, de facon que les congruences 


UNG 4%... >, Us), mode 


=? 
= 


(8) U $9 7.0) —' o mod £1; 
=n 


U,(v,,...,v,)- 0 mod &, 


soient satisfaites simultanément. Si on développe ces fonctions suivant 
les puissances croissantes de £, les coefficients de &,&, &,...,¢ ' dans 
U,(v,, v, ,..., v,) devront disparaitre, ces coefficients étant tous des fonc- 


tions homogenes de degré i en v,,v ,v, à coefficients constants. Les 


MEM 
n conditions (8) donnent donc un système de 


FLE rome meten) 


équations homogènes en v, ,..., v, à coefficients constants, dont une est 
du premier degré, deux du second, enfin » du »* degré par rapport aux 
n inconnues. 

La résolution complete de ces équations présente déja quand n> 2 
des difficultés presque insurmontables qui disparaissent cependant dès que 
nous considérons d'une façon plus générale cette tâche qui se présente 


à nous. Nous dirons qu'une fonction entière et homogene w est divisible 
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, = pun doh a . w 
algebriquement par un facteur linéaire £, quand le quotient e — — est 
$i 


également algébriquement entier, c'est à dire ne possède aucun infini fire 
A a = UE : 
pour le zéro (x = z) de £.  D'aprés les considérations que l'on vient 
a 


d’exposer il résulte que la fonction w est algébriquement divisible par £, 
dans le cas seul où ses n coefficients (v,,..., v,) satisfont aux » con- 


^ 


ditions (8). . Soit maintenant 9 une fraction quelconque rationnelle, com- 


prise entre zéro et un, et soit £j une quelconque des puissances fraction- 
naires du facteur linéaire £, qui différent entre elles seulement par des con- 
stantes. Nous dirons alors, que la fonction algébrique et entière est algé- 


2 


briquement divisible par la puissance fractionnaire &{ quand le quotient 


e=— 


est algébriquement entier en ce sens qu'il ne possede aucun infini fixe 
; a 2 ; : a 
pour le zéro (s = =) de £. Remplaçons dans l'équation (7) la quantité 
a 
w par son expression e£j, on voit que e satisfait a l'équation: 


= CCR cca ROE) EU Ups e U,(v, , ens Un) 
Side peo goo ee ee a , 


0 
& $1 $1 





qui montre que e ne possede aucun infini fixe pour le zéro de & que 
dans le cas seul où tous les dénominateurs en évidence disparaissent. 


Donc les coefficients v, ,..., v, devront satisfaire aux conditions 
U,(v,,...,9,)z0.. mod &, 
Un, Er, 2) 0 od c, 


(9) 


Or OR c OOo ON CO 


end 


Une IE 9t mod &, 


qui sont une généralisation immédiate des congruences du systéme (8). 

Mais une fonction homogène et entiére U;(5,, £j) ne peut évidem- 
ment contenir en facteur qu'une puissance entière de &. Donc la fonc- 
già 


tion U;(£,, £) ne sera divisible par la puissance fractionnaire & 
dans le cas seul où elle contiendra la puissance entière immédiatement 


que 


supérieure de ce facteur linéaire. 
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Dans ce qui va suivre nous désignerons toujours par le symbole 





a| le 
nombre entier le plus petit qui est supérieur ou égal au nombre a arbi- 
trairement donné. Ceci posé, la fonction U;(£,, €,) entière et homogene 


n'est divisible par la puissance fractionnaire £7 que dans le cas seul 
lil 


où elle contient la puissance entière & 
comme conséquence immédiate que la fonction w entière et homogene est 


en facteur. Nous en déduisons 
algébriquement divisible par la puissance fractionnaire £ dans le cas seul 
où les coefficients v,,..., v, sont choisis de facon que les x équations 
de condition 
Us, 220) — mod fy, 
a — s|20| 
U,(v,,...,v,)- 0 mod £P", 


(9 2) 


U,®, , .-- djs) = 0. mode"; 


soient satisfaites, et celles-ci sont absolument équivalentes à celles du 
systeme (9). 

Il est maintenant d'une importance tout à fait capitale pour la 
suite de déterminer les puissances fractionnaires de £, qui divisent 
exactement une fonction algébrique et entière. Soit done & la plus 
haute puissance fractionnaire de &, qui divise une fonction donnée w, 
nous supposons done que & ne divise plus w, dés que 90, prend une 
valeur supérieure à 9 aussi rapprochée de celle-ci que lon voudra. La 
condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est évidemment 
que les n équations (9 a) soient satisfaites simultanément et que par contre 
une au moins d'entre elles n'ait plus lieu dés que l'on vient à remplacer 
ö par une fraction 2, supérieure. Si maintenant aucun des » produits 
8,20,...,n0 n'est un nombre entier on a toujours 


| 


10. < | id; 


on peut done évidemment toujours trouver une fraction ö, qui surpasse 


^ 


à de si peu que chacun des n produits d,, 20, , ..., nó, se trouve in- 
férieur aux mémes nombres entiers respectifs, comme le multiple corres- 
pondant de la fraction 0; cette fraction 2, sera donc telle que pour 


= Ne uH Ls. NIONZAUFR 
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Mais alors d'après (ga) w est aussi algébriquement divisible par la puis- 


En 


sance supérieure &'.. 
Si done £ est la plus haute puissance de £, contenue dans w il faut 
nécessairement qu'un des multiples 2, 20,..., nd, id par exemple, soit 


é 
égal à un nombre entier m; on devra done avoir 


Ü = —, TEE 


Si c'est là le cas, w peut être exactement divisible par &, car la con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que les 7 équa- 
tions de condition (ga) soient remplies et qu'en outre U,(v,,...,v,) ne 


contienne en facteur aucune puissance de £ supérieure à |i2| ou m. On 





obtient done le théoreme suivant: 


Une fonction algébrique et entière ne peut étre exactement di- 
visible par une puissance fractionnaire d'un facteur linéaire que dans 


^ 


le cas seul où lexposant 2 est une fraction rationnelle dont le dé- 


nominateur ne peut étre qu'un des nombres 1,2,...,m. 


Dans la recherche de la divisibilité d'une fonction algébrique par 
- . - ; 5 RME Mm 
la puissance fractionnaire d'un facteur linéaire les seuls exposants 9 = — 
L 


qui peuvent se présenter sont done ceux pour lesquels 


MSN - 
Pour les degrés n = 1,2,3,4,5 ils sont, rangés par ordre de grandeur 
croissante 
i — A 
TAGS Je 
| I 
2 a Ou Ts 
zi aer diee 
W^ DENS ee 
| 
LER a ons s 
I t. RHox d P 
HET ERSTE 
I I I 2 I 3 2 3 
ee EAS, e. 
| DE uy PEZ 5 a Ane 
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Pour le degré » le nombre p, des exposants 9 fractionnaires qui inter- 
viennent ici est déterminé par l'équation 


Pn = €(0) + e(1) +... + een) 


e(i) désignant l’ensemble des nombres inférieurs à ? et premiers avec lui, 
et c(o) devant être pris égal à l'unité; car quand on passe du degré 
(n — 1) au degré n il vient s'ajouter aux p, : fractions qui existent déjà 
encore un nombre égal à c(»), dont le dénominateur est égal à » et 
dont le numérateur est premier avec n.' 

N 


Pour une valeur donnée de » ces exposants 9 rangés par ordre de 
grandeur croissante peuvent s'écrire: 


(10) 0, 05 OU a OS (o) 
de sorte qu'en général 
(10 a) Bd OL, 0, = 1. 


On peut donner de suite ici une propriété caractéristique de ces p 
nombres, propriété qui nous sera utile dans la suite. Soient 9, et du 
deux fractions consécutives de la suite (10) et soit à un quelconque des 
nombres entiers 1,2,...,%, il ne peut jamais exister un nombre entier 
m entre les deux fractions id, et i9,,,, car dans l'hypothèse: 


ig, «m «0 
ou 


BJ m ^ 
9, < ea < Oa 


on serait conduit à admettre que à, et d,,, ne sont pas deux nombres 
consécutifs de la suite (10), ce qui est contraire à l'hypothése primitive. 





La valeur approehée de ce nombre remarquable o0, pour des valeurs très grandes 
pp 1 Pp 
de n a été d'abord donnée par Diricuter (Comptes rendus de l'académie de Ber- 
lin, année 1849) et plus tard avec un peu plus de précision par M. MERTENS (Journal 
} I I I I 
de Crelle, t. 77, pag. 289—338); elle satisfait à l'équation limite 
lim uL n 3 


= . 
2 2 
n=w N T 
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Soit done (id, + a) un nombre quelconque situé entre id, et i9,,,, 


on a toujours 
(11) id, + a| = |id,,, 


Par contre le nombre entier |72, | lui-même se trouve être inférieur exacte- 
ment d'une unité au nombre entier |/2,,,| dans le cas seul où le produit 


^ E ^ . x . D m . 
id, est lui-même un nombre entier m, c'est à dire où 9, = —; la raison 
L 


en est qu'il ne peut y avoir aucun nombre entier entre id, et i9,,,. On 
a donc toujours l'équation 


(11 a) RE sos | S ret 


s? étant l'unité ou zéro selon que le produit io, est entier ou non, c'est 
à dire selon que 7 est un multiple du dénominateur de 9, ou non. 

De la définition précédente de la divisibilité d'une fonction algé- 
brique par une puissance fractionnaire d'un facteur linéaire, il résulte 
maintenant qu'une fonction w étant algébriquement divisible par une 


Eörtı 


puissance &* doit contenir nécessairement toute puissance inférieure de e 
x 


dont les exposants 9,,0,,..., 0, figurent dans la suite (10). Entre les 
deux cas extrémes ou la fonction 


Tp EB IS lao AS 


ne contient pas du tout le facteur linéaire £, ou le contient à la premiere 
puissance, se trouvent donc les o possibilités que w soit exactement di- 
visible par une puissance fractionnaire £f. 

On est donc conduit à supposer que la solution du probléme qui 
consiste à déterminer de la facon la plus générale les constantes v, , v,, 
...,U, de manière que w soit algébriquement divisible par &, va se 
simplifier singuliérement sj, au lieu de procéder brusquement en passant 

5 5 


d'un cas extreme (9, = o) à l'autre (9, 


à d,, puis de 2, à 0, et en général de 9, à 0,,,; si done on cherche la 


= I), on va successivement de 9, 


solution pour l'exposant 9,,, en supposant le probleme résolu pour 9,. 

Nous voulons aussi faire lhypothése nouvelle que le nombre des 
fonctions indépendantes, algébriques et entières 6, , 6,, ..., e, ne soit pas 
nécessairement égal à n, mais qu'il soit égal à un nombre arbitraire » € n. 
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Les considérations suivantes vont en effet apprendre que ce nombre peut 
être réduit chaque fois qu'on passe de 9, à 9,,1. 

Soient donc maintenant 


» fonctions indépendantes, homogènes, algébriques et entières de même 
degré a, chacune d'elles étant alyébriquement divisible par la puissance 


fractionnaire £r, l'exposant 4, étant une fraction quelconque de la suite 
(10). Soient encore v,,v,, ...,v, des constantes arbitraires, la fonction 
homogène 

W — V,e, + v,e, ss. + 0,8, 


est également divisible par la méme puissance de €, car si l'on peut 
déterminer le parametre variable # de manière que chacune des # quan- 


ne : : Vs Eee ; : n 
tites conjuguées à —; soit finie pour le zéro de &, il en sera de méme 
5 


pour l'expression: 








w € e ey 
1 2 
MM ) ) ) . 
E Ce Pine sU cer i ae 
$1 $1 $1 $1 


Nous nous proposons maintenant de déterminer les constantes v,, v,, ..., 
v, de la facon la plus générale de sorte que la fonction ne soit pas 
seulement divisible par £f? mais encore par la puissance immédiatement 
supérieure £^". 

Dans le chapitre suivant nons montrerons qion peut déterminer ces 
constantes et par suite résoudre tout le problème en ne se servant que 
d'expressions rationnelles, car on est conduit seulement à un certain nombre 
d'équations linéaires et homogènes, faciles à établir, à coefficients constants, 
Ü v 


reliant les » inconnues v,,V,,---, v,. 


1? 


8 6. Conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une fonction 
entiere et algébrique soit divisible par un facteur linéaire. 


Dans le chapitre précédent nous avons ramené la recherche d'un 
systéme fondamental à la question suivante: 
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Soient 
C ER 


» fonctions indépendantes entières et algebriques de méme degré y 
qui sont toutes algébriquement divisibles par la puissance fractionnaire 
e 


& d'un facteur linéaire £. Il faut déterminer de la façon la plus 


générale les constantes v,,v,,...,v, dans la fonction algébrique 


(1) w = we, + ve, +... + ve, 


de sorte que # ne soit pas seulement algébriquement divisible par 
& mais encore par la puissance fractionnaire suivante &**'. 
Pour résoudre cette question, nous adjoindrons à la fonction w que 


nous examinons, (7 — I) autres constituées de méme: 


IDE Ene + vie, Er re ch 


" 


w= Me -bwe d.d we, 


(2) 


go pee Foe Me 4... tote, 


u 


les coefficients (v(?) étant des constantes absolument arbitraires. Puisque 
par hypothèse les » fonctions (e, ,...,e,) sont toutes algébriquement di- 
visibles par &', il en est de méme pour les fonctions (w’, w’;..., w^ 
pour des valeurs arbitraires des coefficients vj". 

Supposons maintenant qu'on ait choisi d'une facon quelconque les 


coefficients v, ,v,,...,v, de la fonction w à étudier, de manière que 


w soit non seulement divisible par £r mais encore par £p". Si ma 
intenant on forme le produit de w par les (i — 1) premières fonctions 
umo. wt» 

(3) w, = www"... uw”, 


celui-ci est évidemment algébriquement divisible par 
Er —1)de 
EX 
pour des valeurs indéterminées des coefficients de w', iw", ..., w^ puisque 


le premier facteur de w; contient la puissance ö,,, de £, et chacun des 
(i — 1) autres la puissance 9, seulement. 
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Faisons maintenant la somme des n quantités conjuguées a w;, nous 
obtenons ainsi une fonction homogène des coefficients vj? des fonctions 
w,w,...,w“” dont les coefficients sont des fonctions homogènes et 
entières de (£,, £j) seulement. Des formules (9 a) du chapitre précédent 
il ressort maintenant que cette somme doit être divisible par él, si la 
fonction algébrique w, correspondante est algébriquement divisible par &. 
Désignons dans ce cas cette somme par 


(4) S(w,) —8 (ww... 95 


elle devra done étre divisible par 


£l9xa1 + (à —1)dx] 
> 


| 
| 
1 


au sens habituel du mot, et cela pour des valeurs indeterminees des 
coefficients de w, w”,...,w®”. Mais la fraction (9,,, +  — 1)9,) se 
trouve toujours comprise entre les deux fractions id, et i9,,,, elle peut 
par suite selon l'équation (11) du chapitre précédent, se mettre sous la 
forme (id, + a). Et, d'après le théorème démontré à ce propos on a 


[3541 + Ü — 1) | = id |. 


Si done w doit être algébriquement divisible par &% il faut que la 
somme, donnée par (4) des n fonctions conjuguées à (ww'...w' ?) 
soit divisible dans le sens ordinaire du mot, par la puissance entiére 
él pour des valeurs indéterminées des coefficients des (; — 1) fonctions 
Wi, Oe ses SD oe ö 

Comme la condition analogue doit être remplie pour chacun des n 
produits 

w, ww', ww'w",..., www"... w", 

on trouve comme conditions nécessaires pour la divisibilité de w par 


£^" les m congruences suivantes: 
Y N pases p dei! 
S(w) =o mod £P", 


S(ww)=o mod El, 


(5) 


Elndk+ıl 


S(ww'...w')zo.modé 
1 , 
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11 


pour des valeurs indéterminées des coefficients de iw, 0", ..., w^" ^". On 
peut montrer d'abord facilement que ce sont là aussi des conditions suffi- 
santes pour que w soit algébriquement divisible par £^". Supposons en 
effet que les coefficients U,,U,,...,9, Solent tels que les congruences 
(5) solent satisfaites pour des valeurs indéterminées des coefficients de 


w', w”,...,0% 9, elle seront satisfaites à fortiori lorsqu'on prend tous les 
coefficients de w', w", ..., w"^" égaux aux coefficients correspondants de 


w, ou, ce qui est la méme chose, quand on prend 


QE m erp 


Sil en est ainsi, on a 
Slums un) S (gp SD 


ou S, = S(w') désigne la somme des » quantités conjuguées à w', ou la 
somme des puissances semblables de Newron de degré 7. Si donc les 
conditions (5) sont remplies il en résulte immédiatement 


(5 a) S,=o mod l^, 

d'ou à fortiori 

(5 b) S,co mod”. 

Si done les conditions (5) sont remplies les x premières puissances sem- 


blables 
SIUS 34 cos Où 


sont respectivement divisibles par 


£a goa Enökzı 


T1 3 51 CD E cnl 
Soient maintenant, comme dans (7) au paragraphe précédent, 


LSU T 


jl DOS n 


les coefficients de l'équation à laquelle satisfait w, on peut montrer facile- 
ment, que dans nos hypothéses ils sont également divisibles respective- 
ment par 


Depa E3041 nOril 
TRES POD ICIS HE 


d'où on déduit, d'après (9) du méme chapitre, que w lui-même est algé- 
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briquement divisible par £P". Puisque en effet S, et U, coincident sauf 
pour le signe, la proposition que nous venons d'avancer est évidente 
Supposons le théorème vrai et démontré pour U, , U,, ..., U; ,, 


pour U. 


il résulte alors immédiatement de l'équation 
AU, nr ET (SU, Ar S,U, , de SEES S, 4U, = 5) 


qui relie les sommes des puissances aux coefficients de l'équation, que 
U, est également divisible par la puissance &**, puisque celle-ci se trouve 
en facteur dans chacun des produits qui figurent au second membre. 

Comme les équations (5) conduisent aux conditions nécessaires et 
suffisantes de divisibilité de w par £*?, trouvées dans (9) au chapitre 
précédent, nous obtenons le théoréme remarquable suivant: 


La fonction algébrique w est algébriquement divisible par eun 
dans le cas seul où les n congruences 
Sw: ue) —q mod eel qc is 


sont remplies pour des valeurs indéterminées des constantes qui 
figurent dans w’,..., wi”. 
Si chacune des » expressions (5) doit être divisible par £/"*! pour 


’ (i—1) ” 


des valeurs indéterminées des coefficients v', »", ..., de rom TERRE 
w^, il faut évidemment que le coefficient de chacun des produits 


Berner i 
Vip, © + = Un 15 (hy, Rays. 212171595 ...; 9) 


contienne cette puissance de &, et inversement chaque congruence (5) 


1? 
sera évidemment satisfaite si chacun de ces coefficients est divisible par 


El, On obtient le coefficient de v,97 ... 96, 


S(ww' ... wi) 


quand on prend dans 


AD, Zr UE NE. 
Vi, Vy, — ... SHU = I 


et qu'on égale à zéro tous les autres coefficients de w’,..., w"^?. Mais 
par suite de cela on a 


anh. ATE ry 2 j—1) - 
w= €,; Ww —0,5--.-5 10" EIC 


et on peut remplacer les conditions (5) pour v,,...,v, par le système 
suivant de congruences homogènes et linéaires: 





(6) S(we,€, ...e,,)::0 mod Er! 


bo 
e 
- 
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qu'on peut encore écrire comme il suit: 


(6 a) CN CCC a 089 (Gas Caste 5 CARE it 


EBS, €, 5-43) mod Elu, 


On peut arriver à la condition (6) d'une autre facon plus simple pour 
le calcul. Si on forme en effet pour des valeurs indéterminées des coeffi- 


cients v,,...,v, la somme des puissances semblables S(w') = 8; de w, 


23 
on obtient une fonction homogene de degré i en (v,,...,v). Si on 
prend la différentielle partielle de celle-ci par rapport à un des coeffi- 


cients v, on obtient 


ack) MN se — Sin =) = S(iwe,), 


9v, OVA, CDR 











car S(w') est égal à la somme des » fonctions conjuguées à w'. On 


a donc 
2S(w') 
avr, 





= 19 (we): 


Si on prend la différentielle partielle de cette équation par rapport a 
v,, ete. on voit qu'on obtient finalement l'équation 


218 (wi) 


(9 Ike ters 2 . TO (LE ern. C = 
OÙ, QUA, . - » OVA ( ) ( Wee i) 


dont le second membre coincide, à un facteur numérique prés qui est 

sans importance, avec le premier membre de la congruence (6). 
Désignons done par S, la somme des puissances semblables S(w) 

et par 

LCR eec) 


i 


chacune de ses dérivées d'ordre (i — 1) par rapport aux éléments 7,, 


V,,-.-,%,. Alors on peut mettre les conditions nécessaires et suffi- 
santes de divisibilité algébrique de w par £f" sous la forme suivante 


plus simple 


(7) iSt Datus ri) Or mod Geel: 


Acta mathematica. 18. Imprimé le 18 août 1894. 38 


bo 
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Sous cette forme les conditions cherchées apparaissent comme un grand 
nombre de congruences linéaires pour les modules £/*!, £9», ..., Ein! 

En réalité & seul entre comme module et le nombre de ces identités 
se réduit considérablement. Comme en effet, pour des valeurs indéter- 
minées de v,,...,v,, w est algébriquement divisible par £* d'après la 
supposition faite plus haut, il s'en suit que #° est, au sens ordinaire, al- 


gebriquement divisible par £ et aussi d’après l'équation (9) du chapitre 
Ei 


précédent S(w') = S, par & 
On a donc 


(7 a) S (b, 59€ - 5 0) — EPIS (0 0 et | 


S,(v,,...,v,) étant aussi une fonction entière et homogène de v,,..., 2%, 
dont les coefficients sont des fonctions entiéres et homogènes de (EXE 
Si on désigne donc maintenant par 


e mm) 


toute dérivée partielle de $; d'ordre (i — 1) d'après (à — 1) quelconques 
des indéterminées v,,...,%,, on obtient aprés (;— 1) différentiations de 
l'équation précédente 
SW, ,...,u) = & Sto, , …, 0); 
on peut par suite écrire les conditions (7) sous la nouvelle forme suivante: 
Se (91.5... Vo) =o mod Cine len: 
mais d'aprés (11 a) du chapitre précédent la différence 
Lidl — io, | = e 


est généralement nulle, et égale à l'unité dans le cas seul ou le produit 
id, est lui-même un nombre entier, c'est à dire où à est un multiple du 
dénominateur de la fraction 9,. D'après cela nous obtenons comme con- 
ditions nécessaires et suffisantes de divisibilité de w par £j les congru- 
ences suivantes linéaires, simples, pour le module &, 


(8) St AD this 1e; D) =O. mode, 


parmi lesquelles on ne devra maintenant prendre que les sommes de 
puissances S(w') dont l'indice i est un multiple du dénominateur 9,. 
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Les dérivées S!”(v, ,...,v,) sont des fonctions de (£ , £) homo- 
genes dont les coefficients sont des fonctions linéaires et homogénes de 
(v, ; v, 
sibles par €, dans le cas seul où les constantes v,,...,v, sont dé- 
terminées de facon que le membre indépendant de £ dans S^ s'annule, 
ou, ce qui revient au méme, de façon que S(—"(v,,...,v,|& , &) se 
réduise à zéro pour &, — o, £j — 1. Si donc on désigne par 


,.5., 0, à coefficients constants. Celles-ci sont par suite divi- 


(PAR > OL) 


la fonction homogene et linéaire de v,,...,v, à coefficients constants 
dans laquelle S?" ?(& , £) se transforme pour &, — o, & = 1, il résulte 
finalement que w est algébriquement divisible non seulement par £* mais 
encore par #* dans le cas seul où les » constantes satisfont aux équa- 
tions linéaires et homogènes à coefficients constants, savoir: 





Ki) 9f. In 
(9) e ee ne yO Tre Os 
Une autre réduction trés-considérable de ces équations qu'il est également 
important de connaitre, sera donnée dans le chapitre prochain. 
Pour la suite, nous allons formuler dans le théoréme suivant le ré- 
sultat obtenu jusqu'à présent. 


Soient (e,,€,,...,e,) » fonctions indépendantes, homogènes, al- 
gébriques et entières, qui toutes sont algébriquement divisibles par 
la puissance fractionnaire € d'un facteur linéaire, la fonction 


uw ne Lu uc 0,6, 


E41 


n'est algébriquement divisible par la puissance fractionnaire & 
immédiatement supérieure que dans le cas seul où les » constantes 
(r,,...,w,) satisfont à un nombre d'équations homogènes, linéaires, 
à coefficients constants: 


A, = 4,0, +... + v, = 0, 


ADO at 030) —9 
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dont l'expression détaillée est donnée par (9) et dont le nombre 
soit égal à v. 


Un tel système de r équations linéaires et homogènes à » inconnues 
peut maintenant étre résolu trés aisément. Dans ce but formons avec 
les coefficients 

PR | 


(CE MERO Eae SUPE 


(10 a) m EE 


D FO 


ry 


tous les déterminants de degré le plus élevé (done ici dans l'hypothése 
r >», de degré ») et cherchons si l'un d'eux au moins est différent de 
zéro. S'ils sont tous nuls qu'on examine tous les déterminants de degré 
immédiatement inférieur, et qu'on continue ainsi jusqu'à ce qu'on tombe 
sur un déterminant différent de zéro. Soient donc les déterminants mi- 
neurs d'ordre (» — »,) les premiers qui ne soient pas tous nuls, on dit 
alors que le système des coefficients (a,) dans (10 a) est de rang (v — »,). 
Dans ces hypothèses nous supposerons que 4,, 4,,..., A, désignent les 
premiers membres des équations (9) dans un ordre tel que le systéme 
des coefficients des (v — »,) premières contienne un de ces déterminants 
différents de zéro. On sait qu'alors tout le systeme (10) des r équations 
linéaires est absolument équivalent au systéme 


(10 b) A 0, Ay On cdi e 


de ses (v — »,) premieres équations qui peuvent par suite le remplacer. 
Car on peut exprimer le second membre 4, de toutes les autres équations 
en fonction linéaire et homogène de A,, 4,,..., 4, ,, sous la forme 


A, — a A, 4- ... + a, A 


4 
v—y y—»? 


done toutes les expressions telles que A, s'annuleront dés que v, ,v,, ..., 
v, auront été choisis de facon à annuler simultanément A,,..., A 
Considérons maintenant le systéme d'équations (ro b), nous pouvons 


Cor AN 


et voulons dés le début désigner par v,,...,v, les inconnues ordonnées 
de manière que le déterminant d'ordre (v — »,) différent de zéro que 
contient par hypothèse le système des coefficients 
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soit le déterminant formé des (» — »,) dernières colonnes verticales du 
système, c'est à dire celui qui est formé des coefficients de 


0 13074425 + + + 5 Vie 


Dés lors on peut, comme on sait, résoudre entiérement ces (y — »,) équa- 
tions de telle facon que les (v — »,) dernières inconnues soient exprimées 
en fonction linéaire et homogene des », premières (v,,...,v,). On 
obtient alors des expressions de la forme 


(1 I) Ui = 40, E Lio Vo — Luc + Ai, U, (i=1, 2, ...,(v—27)) 


ou les coefficients 4, sont des constantes, et ces équations donnent pour 
des valeurs arbitraires de v,,...,v, la solution la plus générale des 
équations (10). 

Si maintenant on remplace dans la fonction w que nous étudions 


a Q H * ' ? aq 
les constantes (v,,,, ..., v) par leur valeur en (v, ..., v,) d'aprés 
(11), on obtient pour w une fonction de (v,, ..., v,) linéaire et ho- 
mogene dont les coefficients sont des fonctions de (e,,...,6,) linéaires 


et homogènes à coefficients constants. Designons-les maintenant par 
(61, 65, -.., €,), on obtient alors par la substitution (r1) w sous la forme 


(12) v—=ve -Ev46 +... Eve = vei + 16 + +, 


et notre théorème apprend maintenant que w est algébriquement divisible 
par &** dans le cas seul où dans la deuxième expression de w v,,..., 
v, sont pris arbitrairement, c'est à dire dans le cas seul où w est une 


fonction des », nouveaux éléments 
, , , 
Es Coprs Gy 


linéaire, homogène à coefficients constants arbitraires. Nous en tirons, 
comme conséquence immédiate, que ces nouveaux éléments sont eux- 
mêmes algébriquement divisibles par &#*. On reconnait alors facilement 
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qu'ils sont également indépendants tout comme (e,,...,6) auparavant. 
En effet s'il existe entre eux une équation 


, , : 
rot ae ase 0, 
et si on remplace dans (11) v,,...,vw, respectivement par a,,..., &,, 
d'où on pourra déduire pour v,,,,...,v, les valeurs 2,,,,..., a,, on 
obtiendrait alors d'après l'identité (12) l'équation suivante 


Ma JT ...-F 2,6, — a,6€ +...+ae — 0 


équation dans laquelle au moins les », premiers coefficients a, , .... a, 
ne s'annulent pas simultanément et qui ne peut exister à cause de l'indé- 
pendance de (8, ,...,6,). 
On obtient donc enfin le théorème: 
Soient 


(QUPD Loa 


» fonctions indépendantes, algébriques et entières de même degré, 


EDK 


toutes algébriquement divisibles par £?. Toutes les fonctions con- 


tenues sous la forme 


(PUA SOME = aa = ORE 


qui contiennent aussi la puissance £7" immédiatement supérieure et 
celles-là seulement peuvent étre mises sous la forme 


W —= Wey EE te UG 


V,...,, désignant des constantes arbitraires. Ici ej,6;,..., €, sont 
», fonctions indépendantes du faisceau v,e, +... + v,e, dont les coeffi- 
cients (0, ,0,,...,v,) sont déterminés complétement par la résolution 
complète des équations linéaires et homogènes (9). Si le rang de 
ces équations linéaires est égal à » — », le nombre de ces fonctions 
indépendantes e’ est précisement égal à ».. 

A l'aide de ce théoréme on peut maintenant arriver facilement à 


former un systéme fondamental, comme on va l'exposer dans le paragraphe 
suivant, 
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8 7. Détermination du système fondamental. 


Nous allons employer maintenant les résultats acquis au chapitre 
précédent pour passer d'un systéme arbitraire 


(1) 7h» os **- » Ans 


de n fonctions indépendantes, entières et algébriques, à un systéme fon- 
damental. Nous ferons cependant tout d'abord l’hypothèse suivante sur 
le systéme choisi, que 


(1 a) Mi I 


est son premier élément; cette hypothése se trouve remplie par exemple 
dans le premier systéme qui se présente à savoir: 


(1 b) OU TR E QU MERE 


Puis dés le début nous supposerons que le produit de deux quelconques 
des éléments z,....,7, peut être exprimé en fonction linéaire et homo- 
gene de ces éléments à l'aide de coefficients entiers. Nous admettons donc 
que dans chacune des équations 


— 148 GE) (1,£) 
MMe — APN, + ay, +.-- + Gy, K 


les coefficients a” sont non seulement des fonctions homogènes et frac- 
tionnaires de (r,, v,) comme c'est toujours le cas, mais encore des fonc- 
tions entières de ces mêmes variables. Si ce n'était pas là le cas, on 
pourrait en effet remplacer facilement le système (1) par un autre dont 
le degré total serait moindre et qui posséderait la propriété requise. Car 
chacun des produits 7,7, est, de méme que chacun de ses facteurs, algé- 
briquement entier; et quand une pareille fonction entiére représentée par 
le système (1) contient un dénominateur, on peut, par un procédé in- 
diqué et exposé au $ 3, remplacer ce système par un autre dont le degré 
total est inférieur. Si ce dernier systéme ne possede pas lui-méme cette 
propriété on peut, en opérant toujours de méme, continuer à réduire le 
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degré du systéme, et ne cesser que lorsqu'on aura obtenu finalement un 
système ayunt la propriété requise; par ce procédé on doit nécessairement 
arriver à un tel systeme, parce que lé degré total de ces systèmes ne 
peut pas devenir moindre que zéro. 

On reconnait aisément que le systéme particulier (1 b) satisfait aussi 
a cette seconde condition, car chacun des produits z'z' = z/** ou bien se 
présente lui-même parmi les éléments du système, ou bien peut être ex- 
primé à l'aide de l'équation du »° degré en 7 comme fonction entiére 
de z de degré moindre que n et a coefficients entiers. 

Soient maintenant: ù 


Ww — wy, EF... min 
w= Wy» +... + Uno 


deux fonctions du genre G(x,,x,,%) dont les coefficients w; et wu sont 


des fonctions entières de (x, , r,) et exprimons le produit 


1978) 
ww = ZU UN: 


lineairement par (7,,...,7,) sous la forme 


uw — Dasein, 


il résulte de la propriété attribuée au systeme (7,,...,»,) que les coeffi- 
dene De... U 


n 


eux aussi sont des fonctions entières et homogènes de 

. . , . D . . 
(x, ,æ,). En particulier supposons qu'une fonction entiere w soit expri- 
mable au moyen du système (9, , ---, 7,) et à l'aide de coefficients entiers, 


il en sera aussi de même pour toutes les puissances w, w^, ... et comme 
w° = 1 est aussi exprimable par le même systeme on peut en dire autant 


des puissances 
Dip, Ww. JTE. e 


Par cette réduction préalable du système qu'on a pris pour base on 
diminue considérablement, comme nous le montrerons de suite, le nombre 
des équations à résoudre. 

Supposons maintenant qu'on ait commencé par ranger les éléments 
du système (1) par ordre de grandeur de leurs exposants, de façon que 
le degré p du dernier z, soit le plus grand de tous les degrés. 
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Nous allons maintenant rechercher à quelles conditions un facteur 
linéaire €, doit satisfaire, pour qu'une fonction algébrique 
1 ? o 


(HS OO UT 


puisse être algébriquement divisible par € sans que €, soit contenu comme 
facteur dans tous les coefficients u,,..., w,. 
On va voir qu'il existe un nombre tout à fait limité de facteurs 
linéaires parfaitement déterminés qui peuvent satisfaire à cette condition. 
Soit en effet € un tel facteur linéaire et £, un autre quelconque, 


différent de celui-ci, introduisons à la place des éléments de degré différent 


M5 Vases 7n» Yn 


des éléments de méme degré, 


À Ay Àn— 
Em 9 8527255575 e pan Ue 
qui, comme précédemment, seront respectivement représentés par 


(2) Be Man en Caen 


Nous trouvons qu il existe une quantité «7, +...+ 4,5, divisible par 
& dans le cas seul où on peut déterminer x constantes, non toutes nulles, 
U,,7,,..., 7,, de facon que la fonction algébrique et entière 


OS 04 = Us cibuste. 


= 


soit également algébriquement divisible par &. 
Si w doit étre divisible par £, cette fonction devra à fortiori con- 
tenir la puissance fractionnaire de & la plus basse, à savoir la puissance 


1 


Zo en 
p s 


Grâce aux considérations générales exposées dans le chapitre précédent on 
g I 
peut maintenant donner sans plus de recherches les conditions nécessaires 
et suffisantes de divisibilité de w par &. 
Prenons en effet dans les conditions du chapitre 6 le cas particulier 
P I 
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, I 
, = 0, = 0, et par consequent 4,,, = à = x et remarquons que dans 


ce cas les » exposants de € ont les valeurs 























On obtient le théoréme suivant: 


La fonction algébrique w = ve, 4- ... 4- v,e, est algébriquement 
1 


divisible par €f dans le cas seul où les constantes v,,..., v, sont dé- 


terminées de facon que les » conditions 


(3) 


S (w) =O 


S (ww) ze e 
Si 


S(ww' ... u )=0o 


solent toutes remplies, en supposant bien entendu que les coefficients 


9e, 


..., 0 des (n — 1) fonctions 


uw? = oe, +... + ve, 


aient été choisis tout à fait arbitrairement. 


Si maintenant on a choisi le systéme qui sert de base de facon à 


ce qu'il possède la propriété dont nous avons parlé au début de ce cha- 
pitre, les conditions (3) se réduisent considérablement. On peut alors en 
effet énoncer le théoréme important: 


par 


La fonction algébrique w = ne +... + v,e, est algébrique- 
1 


fo 
en 


ment divisible par £; dans le cas seul où les constantes 7,, ..., v, 
ont été déterminées de facon que la seule condition 


(3 a) S(ww’)=o mod é, 


4, 


soit remplie pour des valeurs indéterminées des coefficients v;, v;, ..., v7. 


n 
La condition (3 a) est évidemment nécessaire pour que w soit divisible 


1 


n 


£i puisqu'elle fait partie des conditions nécessaires trouvées dans 
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(3. Supposons-la remplie maintenant, on démontre alors aisément que 
1 


Eu 


& est aussi algébriquement entier. Supposons en effet que les constantes 


V, ,-..,%, aient été déterminées d'une facon quelconque de manière que 


1 
la fonction homogène de (€,, £j) S(ww’) soit divisible par £, pour des 
valeurs indéterminées de (vj,...,v;) cette fonction conserve alors cette 
propriété quand on y suppose &, = 1 et inversement de la divisibilite 
de cette fonction pour £, = 1 il résulte qu'elle contient aussi le facteur 
linéaire £ pour une valeur arbitraire de &,, puisque dans ce cas le terme 
constant, c'est a dire indépendant de £, disparait. Mais si on pose &, — 1 
dans JS(ww le système (6,,6,,...,6,) se transforme en (9,735 ..., 7), 
et la condition (3 a) est évidemment remplie dans le cas seul où 


S(ww')z:o mod €, 
quand on prend &, = 1 et quand on a 


UE vn, m c AE U,7]5 5 DE Vi Yi de eee a Dunn: 


Si cette condition est remplie et si on pose successivement 


== 109590. wre. tot 

elle reste toujours vérifiée, puisque, d’après le théorème précédent, ces n 
puissances peuvent se mettre sous la forme (viz, + ...+ v,x,) avec des 
coefficients fonctions de (€,, £j) entières et homogenes, ou, pour & = 1, 
fonctions entières de &. Mais si on prend pour w' successivement une 
de ces n puissances de w on obtient les » congruences 


Sce S) =o 
S, = S(w’)=o 

mod £, 
S, = S(w")=o 


en posant €, = 1 dans ces expressions. 
Maintenant w étant algébriquement entier et par suite les S(w’) 
fonctions de (£ , £,) entières et homogènes, il s'en suit qu'elles sont des 
192 , 
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lors divisibles par le facteur linéaire €,, méme lorsqu'on ne prend pas 
&, égal à l'unité. 
Si on compare ces conditions avec celles trouvées au chapitre 6 


I a 
dans (5a) en y supposant 0,,, — 0, — - et si on remarque que dans ce 
TL 


cas chacun des exposants |59,| devient égal à l'unité, on reconnait que 


ces conditions étant remplies, w est effectivement algébriquement divisible 
1 


par £*. Ce qui démontre le théorème. 
On peut maintenant montrer facilement qu'en général on ne peut 
satisfaire à la condition 


(5) S(ww)-o (mod €,) 
1 
nécessaire et suffisante pour la divisibilité de w par £7 qu'en prenant les 


n coefficients v,,...,v, de w tous égaux à zéro, et qu'on doit choisir 
le facteur linéaire £, d'une facon tout a fait déterminée si on veut satis- 
faire à cette condition par une valeur de £, qui ne soit pas identique- 
ment nulle. Si on remarque en effet, que la fonction S(ww’) n'est di- 
visible par & que dans le cas seul ou elle s'annule lorsqu'on pose 


3 = O, So = Uy 
on peut écrire, d'aprés une notation facile à saisir, la condition (5) comme 
il suit 
(5 a) S (ww' |o, 1) = o. 


1 les » quantités (e, , e,,...,e,) coincident alors 
respectivement avec (5,,7,,...,7,) et cette équation (5 a) se transforme 
en la suivante: 


Si on prend &, = 


(5 b) So, +... + vm) +... +um)|o, 1) = o. 


Comme enfin cette équation doit subsister pour des valeurs indéterminées 
de (v,,...,v,) il faut que chacun des coefficients de ces » indéterminées 
sannule séparement, l'équation (5 b) remplace donc les » équations li- 
néaires et homogènes en (v, ,...,v, 


S((r,%, +... + nr)», 1) 5:0 
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ou en développant 


(5 c) v, 897) + 0 S (ym) + --- + 89.71) = 0 


quand on y a remplacé partout £, par zéro et £, par l'unité. Repre- 
sentons done en général les coefficients S(y,7,), qui sont évidemment 
des fonctions de £ ,£, homogènes et entières, par a,(&,, £j, c'est à dire 
posons 


(6) Sim) = Ga (Fis &) 

et pour abréger 

(6 a) au (0.1) — 05 

chacune des équations (5 a) peut s'écrire sous la forme suivante 
(7) da, + Gus + see + Ant, = O 


les n? coefficients (a,) étant des constantes finies. Un pareil systeme de n 
équations linéaires et homogénes peut, comme on le sait, étre satisfait 
par un systeme de valeurs non toutes nulles (v,,..., v,) dans le cas 
seul oü son déterminant 


1x 


[a4 | = |aa(o, 1)| 


est nul, c'est à dire dans le cas ou £, est un diviseur du déterminant 


(8) [aa (& ; &)| = | Sri) |- 


On peut montrer d'abord facilement que ce déterminant (8) n'est pas 
identiquement nul, que par conséquent le systéme d'équations (5 c) ne 
possède pas une solution pour tout facteur linéaire &. Car si tel était 
le cas, si le déterminant (8) du systéme d'équations (5 c) s'annulait iden- 
tiquement on pourrait trouver n fonctions (v,,v,,...,v,) de («,, x,) 
entières, homogènes, et non toutes nulles, telles que ces équations (5 c) 


(9) Xv S(yim) = 0, &=1,2,...,n) 
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soient satisfaites pour toute valeur de (x, ,#x,). Si, maintenant, on choisit 
V, ,...,v, de manière à satisfaire à cette condition, et si on pose 


(9 a) w=vn d... v9 
ces equations se transforment en les suivantes: 
(9 b) S(wy,) = O, (£—1,2,...,0) 


et si on les multiplie respectivement par les n indéterminées v(,... , v, 
et si on en fait la somme, on trouve que la quantité algébrique et en- 
tiére w, non identiquement nulle, trouvée dans (9 a) devrait posséder la 
propriété suivante: 


(10) S(ww") = o, 


les coefficients de w' = vin, +...+ vin, étant choisis tout à fait arbi- 
trairement. Si maintenant on prend pour w’ dans cette équation successive- 
ment les valeurs 


I 40,402. ic SUMI n 


il résulte d’après (10) que les # premières sommes des puissances semblables 
de w 


S se) 0S Ge?) IS (a2) 
doivent elles aussi également toutes s'annuler. Soit 
w" d ww'"--...--w-—0 


l'équation de degré n à laquelle satisfait cette quantité w, il résulte des 
relations déjà trouvées précédemment 


Au, + Suis +... + S,.u-4-S,—0 (91,3, un) 


que ces » coefficients %, ,..., 4, doivent aussi s'annuler, c'est à dire que 
l'équation de degré n en w se réduit a 


w" —0, donc w=o, 


ce qui est impossible si 7,,...,7, sont linéairement indépendants, puisque 
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dans w = vy, +... + v,7, tous les coefficients ne sont pas simultané- 
ment nuls. | 


Le déterminant 


(11) D 945 7») = | Sqm) |; 


qui dans la suite portera le nom de discriminant du système (y, , ,,..., 7), 
est par suite, dans le cas où (n,,...,7,) est un système indépendant, 
une fonction de (r,, r,) non nulle qui, comme on le démontre facilement, 
est homogéne par rapport à ces quantités. Si on remplace en effet dans 
(Q8) (& 0,, x) respectivement par (tx, , tx, , 1^7), en général 7, 
se transforme en /^z,, (y, , p, , ..., [1,) étant les degrés respectifs des fonc- 
tions homogènes (z,,...,7,). Cette méme substitution transforme 


Sym) en ES (im), 
d'ou il résulte que 


|S@)| devient |r" 87m) 
Mais ce déterminant transformé est égal à 
tieu ne) | S (ix, | 


puisque, en général, on peut faire sortir /^ de la ;*"* ligne et /^ de la A" 
colonne. On obtient donc le théorème suivant, d'une grande importance 
pour ce qui va suivre: 


Soit (5, .7,,...,*,) un systeme de n fonctions indépendantes, 
entières et homogènes, leur discriminant 


D(H, 745-7») = | S002] 


est une fonction de (r,, z,) entière, homogène, non nulle dont le 
degré 2N est double de celui du systeme (7, ,..., 7n)- 

Si maintenant v,e, J-...-F v,e, devait être seulement algébrique- 

1 

ment divisible par £j sans que toutes les constantes disparaissent, £& 

serait nécessairement un diviseur du discriminant D(y,,....7,). En se 

servant des considérations exposées au commencement de ce chapitre on 


peut maintenant énoncer ce résultat dans le théoréme suivant: 
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Une fonction entière et homogène 


w= WW Fee. + 4. 


peut être algébriquement divisible par une puissance entière ou frac- 
tionnaire du facteur linéaire € dans le cas seul où €, est un di- 
viseur de son discriminant D(y,,..., 7,)- 


Soit maintenant €, un des facteurs linéaires du discriminant de 
(M 5+++ 5%), dont le nombre est égal au double du degré de ce systéme. 

Dans ce cas des valeurs non nulles de 7,,v,,...,v, peuvent satis- 
faire à l'équation linéaire (5 a), ou, ce qui revient au méme, aux n équa- 
tions (7) qui sont les conditions nécessaires et suffisantes de la divisi- 
bilité de 


(11 a) € — v6 +... + 5e, 


1 
par &. Si le rang du systeme de coefficients de ces » équations linéaires 
Dao = © 


est égal à (n — »,), on obtient par leur résolution complète exactement 
n, fonctions du faisceau (11 a) 


, 
ni? 


(12) OUT ELIO ENTE 


indépendantes, entiéres et algébriques, qui toutes sont elles-mémes algé- 
1 


briquement divisibles par £7; et le théorème trouvé à la fin du chapitre 


précédent nous apprend alors que toutes les fonctions du faisceau (11 a) 
1 


divisibles par &” et celles-là seules se trouvent comprises dans la formule 
I 1 
(12 a) w= ve +... + uen 


Up,...,7, désignant encore des constantes arbitraires. Si maintenant 
w doit être algébriquement divisible par &, il doit à fortiori contenir 
1 i 
£t et doit par conséquent avoir la forme w’ exprimée par (12 a). Il reste 
done a examiner maintenant comment on doit déterminer dans w’ les 


constantes (vj ,%,,...,v,) de la facon la plus générale de maniére que 
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w ne soit pas seulement algébriquement divisible par & = 5? mais le 
Sou, encore, par -£, — &. 


Si tel devait être le cas, w’ doit à fortiori contenir la puissance de £, 
1 
fractionnaire immédiatement supérieure à 9,, à savoir £* — £7^!; nous avons 





maintenant à examiner de quelle manière les coefficients #!,...,#! de 


ny 
w' sont à déterminer dans (12 a) pour que #’ soit algébriquement divisible 
1 





1 
non seulement par £ mais encore par &1"'. 


D'aprés (8) du 6* chapitre on ne devra considérer dans ce cas que 
les dérivées des sommes des puissances semblables S(w') dont lexposant 
i est un diviseur du dénominateur de 2, =~. Ici donc c'est la derniére 

1 


somme des puissances semblables seule S(w'") qui intervient. Mais comme 
1 


w' est divisible par 5? pour des v; indéterminés, S(w’") contient £, lui- 
méme en facteur. Si donc on pose, comme dans (7 a) du 6° chapitre 


CN Eee int \ 
St )= & S (vj cles Van) 


et si on désigne de nouveau toutes les dérivées d'ordre (y — 1) de cette 
fonction entiére et homogene $,(#,,...,%,) par rapport à ses indé- 
terminées par 
Ero | (CR 5); 
1 
on voit que la fonction #' est algébriquement divisible par 27" dans le 


91 





cas seul où ses coefficients 7,,...,v; 


ni 


satisfont aux congruences linéaires 
et homogenes | 


(13) Soe (di Tome) = o (modre), 


+ n 
ou, ce qui revient au méme, aux équations linéaires 


13a SC au EQ ET) — 0; 
3 (Ti 


n "m 
Si ce système d'équations (13 a) est de rang (n, —n,) on obtient par sa 
résolution complete n, fonctions e indépendantes 


1 


(14) SACER 


du faisceau w qui sont toutes divisibles par £r et on démontre que toutes 
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les fonctions du faisceau w' et par suite aussi du faisceau w qui contien- 
nent la méme puissance fractionnaire de £, et elles seules, sont comprises 
dans lexpression 


(14 a) uw" = ve! E... dq ve". 


Si on passe de la méme facon de 2, à 20, et ainsi de suite jusqu'à 2, = 1 
on arrive finalement au théoréme suivant: 


Toutes les fonctions du faisceau 


w — VE, + VE, +... + 9,6, 


qui sont algébriquement divisibles par un facteur linéaire £, et 
celles-là seulement, sont exprimables en fonction linéaire et homogene 


de » d'entre elles indépendantes 


avec des coefficients constants, et par suite elles sont comprises dans 
la forme générale 


Les » fonctions (v,. ..., €) s'obtiennent par la résolution complète 
d'un certain nombre d'équations linéaires et homogènes, à coefficients 
constants, qui peuvent être déduites facilement des dérivées des sommes 
des puissances semblables de w. 


Posons maintenant pour les » fonctions indépendantes entières et alee- 
D 


: ei 
briques Z 


= 
71 


Q | 


i 


| 


xp Gener 


LT 


1 


celles-ci sont toutes des fonctions du genre G(x, , r,, 7) indépendantes et 
entières qui exprimées par le systeme (e,,e,,...,e,) ou, ce qui revient 
au méme, par le système (z,.7,....,»5,) apparaissent sous forme de 
fractions ayant £ en dénominateur. Par la méthode indiquée à la fin 
du troisième chapitre on peut déduire d'abord de 7, et (7,,...,7,) un 
nouveau systéme d'un degré inférieur d'une unité qui peut exprimer 


aussi x, sans dénominateur. De ce dernier système et de 7, 


un nouveau, qui représentera aussi cette fonction sous forme entiére. Si 


découlera 
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on continue ainsi de suite on finit par trouver un systéme qui peut ex- 
primer sans aucun dénominateur toutes les » fonctions indépendantes 
(Q5... 7). Le degré total de ce systeme sera au moins inférieur d'une 
unité à celui de-(y,,...,7,) Mais comme les » fonctions (5,,..., 7,) 
dont on se sert pour introduire le nouveau systéme sont indépendantes, 
on reconnait trés facilement, ce qu'on peut remarquer ici en passant, que 
le degré du dernier sera exactement inférieur de » unités à celui du 
premier. Si on examine ce nouveau systeme tout comme on l’a fait 
pour le systéme primitif, et si on continue ainsi, on arrive finalement à 
un système dont le degré ne peut plus être abaissé, on obtient donc un 
système fondamental. Nous venons ainsi d'indiquer un moyen général, 
pratique et rationnel, qui permet, en partant d'un systéme arbitraire de 
fonctions indépendantes (z,,7,,...,7, 
fondamental par la résolution seule d'équations linéaires. 


) d'arriver toujours à un systeme 


Nous avons caractérisé un systeme fondamental 


ee pe ^ 
531 3039-3 "23 


comme un systeme de » fonctions indépendantes, entières et algébriques, 
dont le degré est aussi petit que possible. Si maintenant on forme le 


discriminant 
DC , Go OS) oy) — S(& &) , 


en remarquant qu'il est une fonction de (x, , #,) entiere et homogene, de 
degré égal au double de celui du systéme fondamental, on reconnait que 
le système fondamental peut être aussi complétement caractérisé comme 
un systeme de » fonctions entières et indépendantes dont le discriminant 
est de degré aussi petit que possible. En réalité on peut donner à ce 
théorème une forme qui fait ressortir un rapport beaucoup plus étroit 
entre le discriminant D(£ ,...,&) et tous les autres D(y,,...,7,) du 
genre G(x, , &, , 7). 

Soit en effet (y,,...,7,) un systeme de » formes arbitraires, entières 
et algebriques, qui peuvent aussi n'être pas indépendantes les unes des 
autres, si on remarque que chacun de ses éléments peut ètre représenté 
linéairement par le système fondamental à l'aide de coefficients entiers, on 
obtient » équations de la forme 
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les coefficients (4) étant des fonctions entières et homogènes de (x, , m,). 
Le déterminant ‘a. de la substitution est une fonction entière et ho- 
i = 
mogene de (x, , xz,) qui s'annule évidemment dans le cas seul où le sys- 
e 1 2/ y 
> 
; : : : 
qu'on peut déterminer » fonctions de (x 


téme (5,,7,,...,7,) n'est pas indépendant; car, c'est alors seulement 
15:22) Ton toutes nulles At s..seae 
de maniére que 


A» = Ei = 4,9 EO 
Il sen suit 
= Ar 
7i?]k a 2:066, Lim 
ou en faisant la somme des termes conjuguées 


S (5; x) E Xa. S(c. 5) Arm ? 


et en passant aux déterminants on obtient, en mettant deux fois à profit 
le théoréme relatif à la multiplieation de deux déterminants, l'équation 
finale 


— \ 
„ 

on 

— 


De De. 
D'ou le theoreme fondamental suivant: 


Le discriminant du systeme fondamental est un diviseur com- 
mun de tous les discriminants de n fonctions queleonques du genre 
Gt, M, 7); et, comme (6 ,..., €) lui-même est un pareil systeme, 
ce discriminant est le plus grand commun diviseur de tous ces 
systèmes, 


De l'équation (15) on peut encore déduire que D(z,,...,7,) sannule 
dans le cas seul où les » fonctions (7,,...,7,) ne sont pas indépendantes. 


On obtient done le théoreme déja démontré: 


Un systeme (7, , %,---, 2.) est indépendant dans le cas seul 
où son diseriminant est différent de zéro. 


Le systeme (*,,...,»,) est un systeme fondamental quand le dé- 
terminant |a,.| de la substitution est une constante non nulle, car, dans 
ce cas seul, le systeme fondamental lui-même peut être exprimé entiere- 
ment par (5,,...,7,) Puisque dans ce cas seul, comme on l'a déjà vu 
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plus haut, les discriminants des deux systémes coincident eux aussi, à 
une constante prés, on obtient le théoréme: 

Soit (G,..., ¢,) un systeme fondamental et (y,,...,7,) un 
autre systeme de fonctions entières, ce dernier sera également un 
-système fondamental dans le cas seul où son discriminant coincide, 
à un facteur constant prés, avec D(G,..., 4). 
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SUR LES CARACTÈRES DE CONVERGENCE 
DES SÉRIES A TERMES POSITIFS 
ET SUR LES FONCTIONS INDÉFINIMENT CROISSANTES 


PAR 


J. HADAMARD 


à BORDEAUX. 


1. Aprés avoir établi que dans une série à termes positifs 


(1) S — Xu, 


le produit nw, ne pouvait rester fini sans qu'il y eut divergence, les 
geometres ont pu chercher pour la convergence d'une telle série une con- 
dition nécessaire et suffisante de la forme 
(2) limu,e(n) = o. 
n= 2 
Ase, a demontré qu'une pareille condition ne saurait étre formée, 
et cela par le théoréme suivant: 


Il wexiste pas de fonction e(n) telle que la série à termes positifs * 


E 
Lu, soit nécessairement convergente si le produit w,c(n) tend vers o pour 
n infini, et nécessairement divergente si ce produit conserve une valeur finie. 


Il importe de remarquer que la formation méme d'une fonction e(n) 
satisfaisant aux conditions de cet énoncé ne donnerait pas un caractére 
nécessaire et suffisant de convergence. En effet le produit »,c(») peut 





* Comme il s'agit exelusivement, dans ce qui suit, de séries à termes positifs, nous 
négligerons désormais de mentionner cette restriction. 
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ne vérifier aucune des deux hypothéses précédentes: i| peut osciller sans 
tendre vers aucune limite, la limite inférieure d'indétermination étant o. 

En tenant compte de cette remarque, on constate, comme l'a fait 
voir M. PmiwGsHEIM, qu'une égalité de la forme (2) ne peut méme pas 
donner une condition nécessaire de convergence (sauf, bien entendu, si 
g(n) n'est pas infini. C'est ainsi, par exemple, qu'on peut trouver une 
série convergente ayant une infinité de termes communs avec la série 
harmonique: il suffit que les indices de ces termes soient en progression 
géométrique, les termes intermédiaires étant ceux d'une série convergente 
quelconque. : 

Comme cependant ces cas d’oscillation ne se présentent pas dans la 
plupart des applications, nous nous en tiendrons au point de vue d'ABEL. 
Le théorème précédemment énoncé revient au fond a celui-ci: Si peu 
divergente que soit une série, on peut multiplier ses termes successifs par des 
nombres infiniment petits sans troubler la divergence. 


Du Bors REYMoxD * a complété ce théorème par le suivant: 


Si peu convergente que soit une série, on peut multiplier ses termes 
par des nombres indéfiniment croissants sans troubler la convergence. 


Il est à remarquer que ce dernier donne la réponse à une question 
analogue à celle que s'est posée Asst. On en déduit en effet qu'il 


wexiste pas de fonction e(n) telle que la série Zu, soit nécessairement di- 
vergente si le produit e(n)u, augmente indefiniment, et nécessairement con- 
vergente si ce produit reste fini. 


2. Les théorèmes précédents reviennent au fond à cette remarque: 


On peut toujours trouver une série plus lentement convergente qu'une 
série convergente donnée et une série plus lentement divergente qu'une série 
divergente donnée. 








* Allgemeine Theorie der Divergenx und Convergenz von Reihen mit positiven Gliedern, 
Math. Annalen, t. 35, p. 344—350; 1890. 

* Uber Convergenz von Reihen mit positiven Gliedern, Crelle s Journal, t. 76, 
p«:955 1073. 
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Sous cette forme ils sont pour ainsi dire intuitifs. M. PRINGSHEIM 
a méme donné une méthode générale pour former, avec un certain degré 
d’arbitraire, des séries de plus en plus lentement convergentes ou di- 
vergentes. 

Si l'on n'a en vue que l'existence de ces séries, on peut particulariser 
la valeur de l'exposant p qui figure dans ses recherches (ou de l'exposant 
analogue # de Du Boıs-Reymoxn) et réduire la démonstration à la forme 
simple suivante: 


Théorème (a). Si peu divergente que soit une série, on peut toujours 
multiplier ses termes successifs par les valeurs correspondantes d'une quantité 


infiniment décroissante Pin) de facon à former une nouvelle série elle-méme 


(n) 


divergente. 


En effet la somme S, des » premiers termes de la série (1) aug- 
mentera indéfiniment avec x» et l'on aura wu, = S,,, — 8, 


En multipliant w, par la quantité (infiniment petite pour » infini) 
I 


—————., on aura donc la série divergente X(VS,,; — VS,)- 
\ DIE VOn+1 

Théorème (A). I! n'existe pas de fonction ¢(n) telle que la série (1) 
soit nécessairement convergente si le produit u,c(n) tend vers o et nécessaire- 
ment divergente si ce produit reste supérieur à un nombre fixe. 


Car si e(n) jouit de la seconde propriété, la serie > sin) St di- 
on) 


vergente et nous pouvons multiplier ses termes par des nombres infiniment 
petits sans la rendre convergente. La premiere propriété n'est donc pas 
vérifiée. 


Théorème (b). Si peu convergente que soit une série, on peut multiplier 
ses termes par les valeurs correspondantes d'une quantité Q, indéfiniment 
croissante sans troubler la convergence. 


En effet le reste 7, tendra vers o, et la série pourra s'écrire 


Zu, = Z(r, Li ar) 
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En multipliant #, par la quantité indéfiniment croissante Qe apte 
VT V nal 


on obtiendra donc la nouvelle série convergente X(yr, — v7, .;). 





Théorème (D). Il n'existe pas de fonction e(n) telle que la série Xu, 
soit nécessairement convergente si le produit c(n)u, reste fini et nécessaire- 
ment divergente si ce produit augmente indéfiniment. 


I 
est 





En effet, si e(n) jouit de la première propriété, la série Ÿ° (xj 
— cn 


convergente et nous pourrons multiplier ses termes par des nombres in- 
finiment croissants sans la rendre divergente. La fonction c (1) ne satisfait 
done pas à la seconde condition. 


3. Nous avons particularisé, dans la démonstration des.théorémes 
(a) et (b) la méthode de formation des nouvelles séries remplissant les 
conditions des énoncés. On peut au contraire laisser à cette formation 
toute la généralité possible. 
Dans le premier cas (théorème (a)) les deux séries, au lieu d’être 
liées par la relation | 
5, = VS 


où S, est la quantité analogue à SS, formée dans la seconde série, pourront 
étre liées par une relation quelconque de la forme 


où V(x) sera une fonction infinie lorsque « est infini, mais dont la dé- 
rivée devient en méme temps nulle. Car alors on aura bien 


215 S = Sz y E q E s 
Un m Sn — S-1 x (2 ) Da—ı AIS a 
, u, 
et par conséquent — — 0, pour n = ©. 
Un 2 


Pourra d'ailleurs étre prise pour fonction V la fonction inverse de 
toute fonction continue et constamment croissante qui augmente indéfini- 
ment aussi que sa dérivée lorsque r augmente indéfiniment, comme c'est 


e 


Ü 


le cas pour z^ (si p>1), pour €^, pour &^ etc. C'est ainsi que 2” (avec p 1), 
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log x, log.log...loga# donnent des types de fonctions V, ceux-là méme 
qui ont été utilisés par M. PRINSGHEIM. 

Dans le second cas, celui du théoréme (b) au lieu de définir la 
nouvelle série par la relation 


on pourra prendre 


ou V(x) sera une fonction qui s'annulle avec x pendant que sa dérivée 
devient infinie pour la méme valeur de la variable, autrement dit, l'in- 


verse d'une fonction nulle ainsi que sa dérivée pour x =o (par exemple 
1 


de z^, pour p > 1, de zr etc.). 
Moyennant cette condition, le rapport 





Un - Tac Et = V'(R). (fav < R = Y,) 


Un Ta — Yn T1 


sera bien infini avec m. 


4. Pour toute série donnée, on peut former, comme nous l'avons 
dit, les fonctions P(n) ou Q(n) des théorèmes (a), (b). Mais, une fonction 
indéfiniment croissante quelconque étant donnée, on peut toujours trouver 
une série assez peu divergente (ou convergente) pour que la fonction ne 
puisse pas être prise pour la fonction P(») (ou Q(z). On a en effet la 
proposition suivante, aussi implicitement contenue dans les résultats de 
MM. Dv Bots-Reymonp et PRINGSHEIM. 


Théorème (c). Une fonction indéfiniment croissante quelconque F(n) 
étant donnée, on peut trouver deux séries, l'une convergente, l'autre divergente, 
telles que le rapport des termes correspondants soit F(n). 


Supposons en effet la fonction F constamment croissante et appliquons 


ac 

n po I yy Paths 

a la serie > nn an} le théoréme (b). Nous aurons une fonc- 
— \F(n — 1) F(n), 


tion indéfiniment croissante Q(» — ı) telle que la série 


Da N ee | - Xr oe 


/ 








soit convergente, 
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um On — I J(n) : À 
Or la série > == 5 a | peut étre supposée convergente, car 


on peut faire croître @ aussi lentement qu'on veut, et en particulier plus 
lentement que F. Dans ces conditions, les deux séries & (Q(n)— Yin — 1)) 





( í ) XX Q TOT z » 1 
et SA xin es = repondent a la question. 
— 1 t 


5. Nous avons supposé que la fonction Ff’ était constamment crois- 
sante. On peut en effet ramener le cas le plus général à celui-là en 
remplaçant la fonction F par une autre constamment croissante qui lui 
soit toujours au plus égale. Pour cela, aprés avoir représenté la suite 
des valeurs de F(n) par des points ayant ces valeurs pour ordonnées et 
les valeurs correspondantes de » pour abscisses, il suffira d'entourer in- 
férieurement cette figure d'une sorte de polygone de Newron analogue 
à celui que j'ai utilisé dans un travail précédent,' avec cette seule diffé- 
rence que ce polygone ne sera pas assujetti à la condition d'étre convexe, 
mais seulement de n'avoir aucun cóté à coefficient angulaire négatif. 

Analytiquement, cela s'exprimera ainsi: la fonction F', étant infinie 
pour z infini, doit prendre une valeur wv, = F(n,) plus petite que toutes 
les autres. De » — o à n=n, nous remplacerons les valeurs de F 
par d'autres qui aillent constamment en croissant et dont la dernière soit 
4,. Soit ensuite w, = F(n,) la plus petite des valeurs de F corres- 
pondantes à n> ,; de n =n, à n — n,, nous remplacerons les valeurs 
de F par d'autres constamment croissantes de w,' à u,, par conséquent au 
plus égales aux valeurs données, et ainsi de suite. 

Si nous voulons que / soit croissant au sens le plus strict du mot, 
c'est-à-dire ne puisse jamais rester constante pour une série de valeurs 
de n, il faudra, lorsque à une méme valeur w; correspondent plusieurs 
valeurs de n, avoir soin de prendre pour »; la plus grande de ces dernières. 

Ayant ainsi déterminé une fonction auxiliaire F’ toujours au plus 
égale à I’, mais croissante, nous pourrons opérer comme il a été dit sur 
cette dernière fonction. Quand nous aurons formé la série convergente 





! Etude sur les propriétés des fonctions entières, Journal de Liouville, 4° série, 
tome 9, p. 174; 1993. 
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Xu, telle que Yu, F'(n) soit divergente, la série Xu,F(n) le sera à plus 
forte raison. 


6. Si d'une série convergente (ou divergente) on en déduit une 
seconde plus lentement convergente (ou divergente) que la premiére, de 
celle-ci une troisiéme, et aussi de suite, on peut obtenir une infinité de 
séries pourrant servir à juger par comparaison de la convergence ou de 
la divergence d'une série donnée. 

C'est à cette classe de caractères qu'appartient le critérium dit loga- 
rithmique établi par MM. Berrranp et Boxser, et dans lequel on avait 
cru voir une régle de convergence applicable à tous les eas. MM. Dv 
Bots-ReyMonp ! et PRrINGSHEIM * ont réfuté cette erreur et formé des séries 
tant convergentes que divergentes pour laquelles le critérium logarithmique 
ne donnait aucun résultat. 


- 


7. Cette insuffisance m'est point particulière au critérium loga- 
rithmique. Nous allons constater qu’il ne faut pas plus esperer obtenir 
un eriterium général à l'aide d'une infinité de séries de comparaison qu'à 
l'aide d'une seule. 

Prenant, par exemple, en premier lieu, le cas de la divergence, nous 
allons démontrer qu’étant donnée une infinité de séries divergentes, on peut 
former une nouvelle série divergente ayant ses termes à la longue plus petits 
et même infiniment plus petits que n'importe quelle des premières. 

Toutefois nous avons une restriction indispensable à faire; car on 
peut trouver deux séries divergentes telles que toute série ayant ses termes 
plus petits que les termes correspondants de chacune de ces deux soit 
nécessairement convergente. Il suffira, par exemple, de prendre comme 
termes de rang pair, dans la premiére série, les termes successifs d'une 
série divergente, comme termes de rang impair ceux d'une série conver- 
gente et de faire l'inverse dans la seconde série. Nous supposerons en 
conséquence que la suite des termes qui se correspondent dans les séries 
successives soit constamment décroissante, de sorte que l'énoncé à démontrer 
sera le suivant: 





! Dv Bors-ReymonD., loc. cit. p. 88— 9r. 
? PRINGSHEIM, loc. cit., p. 351—355. 
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Théorème (a). Etant données des séries divergentes 


SIND EE OMR AE 
SS? — uo) Hey) En CEE 


CK WC "Oo md Noe Ide Ó 


SP zae.-Eae4A...4--P-..., 


. 


en nombre infini, et telles que, pour une même valeur de n, les u” aillent 
en décroissant quand P augmente, on peut toujours trouver une série plus 
lentement divergente que n'importe laquelle des premières, et cela de manière 
que le rapport des termes correspondants tende vers o. 


Soit en effet SY” la somme des » premiers termes de la série S”, 
laquelle va en augmentant indéfiniment avec x. Prenons une suite de 
nombres 4,,4,,..., Xp,... indéfiniment croissants et nommons n, la 
plus petite valeur de » telle que 577- 2,; », la plus petite valeur de 
n (au moins égale à »,), telle que S7? ES en général, 2, la plus petite 
valeur de n telle que SP > ap. 

Nous poserons, tout d'abord, pour n < n, 


(N) 
| Vo 


TT) 

Puis l’inévalité 
o À : " 
Soe S» Ed SQ — SO 


m 


nous montre que la différence S? — $ peut être décomposée en », — n, 
parties plus petites respectivement que u ee UB SONO CR 


de n =n, à 


parties que nous prendrons pour valeurs successives de w,, 3 


n — n, exclusivement. 
En général, nous remarquerons que l'on a 


>) >) > 
Se SY) < se — SP 


np4 np np 


et nous diviserons le premier membre en »,, — np parties @,,, Wipyiy ++) 
PE i) 4) _, du second. 


w,,, respectivement inférieures aux parties «(D , ui... ut; 
La série Sw, ainsi constituée satisfait bien aux conditions de l'énoncé. 


NP+ 


Elle est manifestement divergente, puisque parmi les valeurs successives 
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de la somme de ses » premiers termes se trouvent les valeurs SP, S7, 
22. SQ) ,..., respectivement supérieures à gine cuu. EU DAE 


suite indéfiniment croissantes. D'ailleurs, à partir de # == mp, on a bien 
w, <u. 


: at Wn j 3i 
8. Si toutefois le rapport —5 ne tendait pas vers Oo, il suffirait 
Un 


d'appliquer à la série w, le théorème (a). Mais cette dernière particu- 
larité ne peut se produire que dans les cas peu intéressants où le rapport 
JU 


ln 


(a) 
um 


écarter cette hypothèse en multipliant (ce qui est évidemment indifférent 
dans la question actuelle) chaque série S'^ par un nombre déterminé, mais 





(gy > P) n'augmente pas indéfiniment. D'ailleurs on peut toujours 


variable avec P et tendant vers o quand P augmente indéfiniment. 


9. Théorème (A). Il est impossible de trouver une suite infinie de 
fonctions en), g?9(n) , ..., c P(n),... telles que la serie Xu, soit né- 
cessairement convergente si, quel que soit P, le produit u,c P (n) tend vers o 
pour n infiniment grand, et nécessairement divergente si, à partir d'une 
certaine valeur de P, ce méme produit reste supérieur à un nombre fixe 
quand m augmente indéfiniment. Du moins, ces fonctions ne peuvent exister 
sous la condition que e”(n) soit constamment croissant avec P, quand n 
reste invariable.” 


En effet si les fonctions c'^(») vérifiaient la seconde condition de 








* Le eas où les fonctions cíP(n) ne rempliraient pas cette dernière condition 


n'offre évidemment aucun intérêt. En effet remplagons chaque valeur en) par la plus 
' , - P I 
grande valeur que prenne en) pour p< P. Si les séries 1 PR) restent encore 
FI ce Pn 


toutes divergentes, on est ramené au cas traité dans le texte. Si au contraire, pour une 
certaine valeur P, de P, on a une série convergente c, les fonctions ¢ ne pourront 
pas servir à juger de la convergence dune ser® moins convergente que c, puisqu alors 
le produit v,c(P(n) devra, pour une même valeur de #, prendre une infinité de valeurs 
infiniment petites (sans quoi la série 2», serait divergente à cause de la divergence de 


I : OW. re s , 
3 Em) et une infinité de valeurs supérieures à un nombre déterminé quelconque 
gCO n) 


(sans quoi la série Zn, serait au moins aussi convergente que o). 
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5 : m SANTE : : : : 
l'énoncé, les séries b Pin) seraient divergentes, et par suite on pourrait 
a ec 


en déduire une série Sw, encore divergente et telle que le rapport 


Wy, " 
— tende vers o, quel que soit P. 


\; PX " ) ) 
10. Théorème (5). Etant données des séries convergentes 


SPS uP uP Hu +... + uP +. 
SO mo u u chee siu Ad, 


. 


So = uP) == ui P <= uc += p +u (D 22. 


"P edu Te 


en nombre infini et telles que, pour une même valeur de n, u soit croissant 
avec P, on peut trouver une série plus lentement convergente que n'importe 
laquelle des premières, et cela de manière que le rapport des termes corres- 
pondants soit infimi avec m. 


Désignant par 7% le reste de la P""* série arrétée au 4""* terme, 
prenons une suite de nombres positifs £,,..., p, ... constamment et 
indéfiniment décroissants. 

Soit », un entier tel que 7? soit au plus égal a A. Pour » <n,, 
nous poserons wo. = wo. 

Soit ensuite n, un entier (nécessairement plus grand que »,) satis- 
faisant aux deux conditions 

ross zZ es ye Lc re < "a Lie yD 


Ny Ny 


ce qui est possible puisque les premiers membres de ces deux inégalités 
tendent vers o pour », infini. Nous pourrons diviser la différence "m — 1, 
plus grande que 70 —1r — uf? + uu +... + ua, en n, — n, parties 
Wy 5:30, ii Boi, 10, plus seta respectivement que w;, "ME jy D 
Nous appellerons ensuite », un entier (nécessairement plus grand que 

n,) satisfaisant aux conditions 
1? a Bá ro — (a eec "o — yO 


nz 
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et, en général, ayant obtenu mp, nous en déduirons #»,, par les conditions 


«(P+1) = (P+1) (P—1) CP) (P—1 
) SP yr « ri — PN 


np — NP np41 np ? 


aprés quoi nous pourrons diviser la différence +” — j(P^", plus grande 
, o 


np np+1 
„(P—1) (P—1) } PES 3 ; 25 q Ive 
que T, — 7, > EN "p. — fip Parties @,,, W417 -- >> Wanna respective- 
ment supérieures a ua ur)... uo D. 


Continuant ainsi indéfiniment, nous formerons une série Sw, manifeste- 
ment convergente (puisqu'elle se réduit à S? + (1) —r) + (r2 —17) +.. 


no ns 73 na 


les nombres 77” tendant vers o) et dont les termes, à partir de » — np, 


np 


Fr 


seront plus grands que les termes correspondants de la série S”. 
NY ; Un, : MA ias 
Comme précédemment, si le rapport —7 n'augmentait pas indéfini- 
Un 


ment, on appliquerait à la série Xw, le théorème (C), ou encore on 
prendrait la précaution de multiplier les termes de chaque série S” par 
un méme nombre, lequel augmenterait indéfiniment avec P. 


11. Théorème (8). Il est impossible de trouver une suite infinie de 
fonctions en), e?(n),..., e P(n) (la quantité ¢(n) étant, pour une 
valeur fixe de m, décroissante quand P augmente), telles que la série Xu, 
soit nécessairement divergente si le produit u,c^ (n) augmente indéfiniment 
quel que soit P, et nécessairement convergente si, à partir d'une certaine valeur 
de P, ce produit veste fini. 


(P) 


En effet si les fonctions e(^(») possédaient la seconde propriété, les 


séries > g^) seraient toutes convergentes, et dés lors le théorème pré- 
7 T 


cédent permettrait d'en déduire une nouvelle série convergente pour 
laquelle la premiére condition ne serait pas vérifiée. 


:12. Les questions résolues par les théorèmes (a) et (A) reviennent 
à trés peu prés à celle-ci: Efant donnée une suite infinie de fonctions f'"(n) 
augmentant indéfiniment, mais de plus en plus lentement, trouver une fonction 
F(n) qui augmente indéfiniment plus lentement que chacune des premières. 





1 Restriction justifiée par les mêmes considérations que la précédente relative au 
théorème (&). 
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Les fonctions données seraient f”(n) = S dans le théorème (a), 
I 
oP , ' 
f'(»)— -; dans le théorème (f). 
Ta 
La solution est un peu plus simple que celles que nous avons pré- 
sentées à propos de ces théorémes; car les précautions que nous avons 
été obligés de prendre dans leur démonstration tiennent à ce que nous 
avions à trouver une fonction F(n) satisfaisant pour n assez grand, non 
seulement à l'inégalité 


F(n) « f^(n), 
mais à l'inégalité 
F(n + 1) — F(n) < f'(n + 1) — f”(n) 
dans le cas du théoréme (a), et à l'inégalité 


I I I I 
F(n4 1) Fa) fa+ı)  f'(n) 





dans le cas du théorème (f). 

Ici il suffira, ayant déterminé (comme il a été dit pour le théoréme 
(2) les entiers n,,n,,...,n,,... tels que f”(n,) soit infini avec P, de 
poser F(n) = f”(n) pour n, «n «nj,,,, ou, plus généralement, de prendre 
pour valeurs de F(n), entre » — n, et n — n,,,, une suite croissante de 
Np,,— Mp termes allant de f^(n,) à f^*' (ns). 


13. Nous pourrons encore donner à notre procédé une forme un 
peu différente en imaginant que l'on ait défini la quantité f^(») pour 
les valeurs non entières de P, ce qui se fera en prenant pour f”(n) une 
quantité continue par rapport à P, croissante avec #, mais constamment 
décroissante quand P croit sans que » varie, et coincidant pour P entier 
avec les valeurs données, toutes conditions compatibles entre elles, si du 
moins chaque fonction f est constamment croissante, Notre règle pourra 
s'énoncer alors de la facon suivante: 

Ayant pris arbitrairement une fonction indéfiniment croissante e(P) 
de la variable P, on déterminera pour chaque valeur de » une valeur 
de P par l'équation 


(3) fn) = ¢(P), 
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ce qui est possible, du moins pour n suffisamment grand, car alors le 
premier membre de l'équation précédente, lequel est décroissant, sera, 
pour P — o, supérieur au second, qui est indéfiniment croissant. 

D'ailleurs les nombres P ainsi définis iront en augmentant constam- 
ment, car légalité f”(n) = ¢(P) donne forcément 


f'(n-- 1) e(p) pour p< P. 


Ils vont en augmentant indéfiniment, car, P, étant un nombre donné 
quelconque, dés que m aura été pris tel que f^(z) soit supérieur à ¢(P,), 
le nombre P devra dépasser P,. 

Si done on désigne par F(n) la valeur commune des deux membres 
de l'équation (3), la fonction F(n) augmentera indéfiniment plus lente- 


ment que chacune des proposées. 


14. Il est à remarquer qu'ici P, contrairement à ce qui pouvait 
arriver dans notre procédé primitif, à partir du moment on elle est 
atteinte par une des f”, croit plus lentement qu'elle, en ce-sens que si, 
pour une certaine valeur de », on a F(n) = f”(n), on aura nécessaire- 
ment, pour toute valeur suivante, F(x) < f'(n), l'égalité étant exclue. 


15. Pour résoudre le méme probléme, on peut aussi commencer 
par la résolution du suivant: 


Etant donnée une suite infinie de fonctions £’(m) augmentant indé- 
finiment de plus en plus vite, trouver un fonction l'(m) qui augmente indé- 
finiment plus vite que chacune des premières. 


Il suffira manifestement de prendre 


(4) V(m) > g^(m), Q.—1,2,..., P) 


P étant infini avec m. 

On peut d'ailleurs s'arranger pour que # soit constamment crois- 
sant, car les inégalités (4) ne sont pas incompatibles avec l'inégalité 
V(m) > (m — 1). 

L'applieation au probléme précédemment posé est immédiate: on 
remplacera d'abord, s'il y a lieu, chaque fonction f^(») par une fonction 
constamment croissante avec m, comme au n? s, ce qui permettra de 
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considérer les fonctions inverses ¢*(m). On formera, comme nous venons 
de le dire, la fonction 4, et son inverse remplira manifestement le but 
proposé. 

Il est d'ailleurs clair que cette méthode revient au fond à la pré- 
cédente, la relation entre m et P étant telle que m soit la partie entière 
de la quantité ¢(P) qui figure au n° 13. 


16. Si, lorsque P augmente indéfiniment sans que n varie, f^ (n) 
ne tend pas vers o, mais vers une limite L,, laquelle augmente indé- 
finiment avec n, le procédé du n° 13 ne peut pas donner toutes les 
fonctions qui repondent à la question, puisqu'alors la fonction F, em- 
pruntant successivement les valeurs des /^, croit au moins aussi vite 
que L,. 

Mais on peut toujours supposer qu'il n'en est pas ainsi en multipliant, 
sl y a lieu, comme précédemment (n° 8), chacune des fonctions f^ par 
un nombre positif indépendant de n et nul pour P infini Admettons 
done quil existe un nombre 4 tel que, pour une valeur quelconque de 
n, f'(n) devienne inférieur à A si P est suffisamment grand. Les f^ 
étant toujours supposés constamment croissants, notre procédé permet de 
représenter toute fonction 7 augmentant indéfiniment plus lentement que 
les f^, pourvu bien entendu, qu'elle croisse toujours plus lentement que 
les fonctions qu'elle atteint successivement, comme il a été dit au n? 14. 

En effet, moyennant ces conditions, F(n) sera, pour n assez grand, 
compris entre A et /"(»), et par conséquent l'égalité 


(5) F(n) = f'(n) 


définit une certaine valeur de P que nous désignerons par P. 


n* a 
Ces valeurs P, vont en croissant constamment, puisque l'égalité (5) a, 
par hypothése, pour conséquence nécessaire 


F(n -- 1) € f'(n +1) € f*(n 4- 1), (DEP); 


ils vont en croissant indéfiniment puisque, P étant un nombre quelconque, 
on a pour n suffisamment grand 


F(n) «f'(n) «f'(n, — (p« P). 


I] nous suffira dés lors de considérer une fonction constamment crois- 
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sante ¢(P) qui pour P= P,, P,,..., P,,..., prenne respectivement les 
valeurs f^(1),f^(2),...,/^(n),.... En employant cette fonction ¢ 


dans les opérations du n? r3, ces opérations donneront précisément comme 
résultat la fonction proposée F. 

Si la fonction # ne remplit pas la condition de ne coincider qu'une 
fois au plus avec chaque /^, les P, ne sont pas constamment croissants: on 
peut les remplacer par une suite de nombres constamment croissants et 
au plus égaux aux premiers, d'aprés ce qui a été dit au n? 8. On obtient 
ainsi une fonction c(P) et la fonction 7" correspondante est, pour chaque 
valeur de 2, au moins égale à F, légalité ayant lieu pour une infinite 
de ces valeurs. 


17. La fonction F augmente d'autant plus lentement que la fonction 
e(P) augmente elle-même plus lentement. Car si les deux fonctions 
e(P),e,(P) satisfont, pour P trés grand, à l'inégalité ç,(P) < ¢(P), les 
équations 


(a) = e(p) 
fra) = ¢,() 


donneront nécessairement p, > p et par suite f"(n) < f" (n). 


18. Parmi toutes les fonctions qui croissent plus lentement que 
chacune des f”, en existe-t-il une qui croisse moins lentement que toutes 
les autres? Ce serait cette fonction qu'on pourrait étre tenté de désigner 
pas la notation f*(n) en donnant au symbole @ le sens que lui attribue 
M. Cantor. Mais il est clair qu'une semblable fonction ne saurait être, 
car, en la désignant par F et supposant toujours, bien entendu, que le 


"(n =. € . : : Lx 
rapport Fn) soit infini avec n, quel que soit P, on pourrait considérer 


ces rapports successifs comme autant de fonctions g’(m) remplissant les 
mémes conditions que les f^. 
On en déduirait une fonction G(») infinie avec » ainsi que tous les 


P 
rapports 7’. La fonction F(n).G(n), bien que croissant plus vite que 


F, satisferait donc néanmoins aux mêmes conditions, ce qui montre l'im- 
possibilité de l'hypothèse faite sur F. 
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19. On peut méme aller plus loin et démontrer la proposition 
suivante: 


Etant données deux suites indéfinies de fonctions indéfiniment crois- 
sante, l'une 


f'(n) (p=1,2,...,0) 


x 


composée de fonctions à croissance de plus en plus lente, l'autre 


F°(n) (91,9, ..., 0) 

composée de fonctions à croissance de plus en plus rapide, mais de manière 

f^ (n) a, CNE 

que, pour des valeurs quelconques de p et de q, le rapport Fan) soit infini 
n 


avec m, on peut toujours déterminer une fonction S qui croisse plus lente- 
ment que n'importe quel f" et moins lentement que n'importe quel F7, chacun 


*(n) $(n) or DES 
P ERU augmentant indéfiniment avec m. 


des rapports Fn) ' Fin) 





Supposons en effet que, les fonctions /^ ayant été multipliées au 
besoin par des nombres de plus en plus petits, comme il a été dit plus 
f'(n) 
f*(n) 
Chacune des fonctions P" correspondra (n° 16) à une fonction indéfini- 
ment croissante g‘(p) et nous pourrons trouver une fonction (p) qui 





haut, le rapport ait o pour limite lorsque p' croit indéfiniment. 


croisse plus vite que chacune des ç’. La fonction & correspondante croitra 
plus vite que chacune des F7. D'après l'hypothese que nous avons in- 


f*(n) 


troduite, tous les rapports En) sont nécessairement infinis avec x. S'il 
3 1 
; S (n) : Lo ‘ 5 
en est de méme des rapports Fa(ny? la fonction F répond à la question. 
T 


Si non, on la remplacera par une autre satisfaisant aux mémes conditions 
et dont le rapport avec la première croisse indéfiniment, ainsi que nous 
l'avons vu au n? précédent. 


20. Il y aurait néanmoins lieu d'étudier les propriétés d'un ensemble 
ordonné de fonctions dont chacune croitrait plus lentement que les pré- 
cédentes, et parmi lesquelles s'en trouveraient de moins rapidement crois- 
santes qu'une fonction quelconque donnée. 
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Les théorémes précédents nous conduisent à cette conclusion qu'un 
pareil ensemble ne saurait étre numérable. 

On pourrait partir d'une suite infinie numérable de fonctions f”, 
déduire de celles-là une nouvelle série de fonctions plus lentement crois- 
santes encore, par exemple en prenant successivement pour fonctions c (^? 
les fonctions /^ elles-mêmes, de ce tableau en déduire de méme un troi- 
siéme et ainsi de suite. L'ensemble ainsi formé ne posséderait pas encore 
la propriété demandée, car, en prenant dans chacun des tableaux précé- 
dents une fonction, on formerait une suite numérable équivalente à l'en- 
semble primitif, au point de vue qui nous occupe.* Mais on pourrait 
alors opérer sur cette suite comme sur la premiére, etc...., puis prendre 
dans chacun des tableaux infinis et en nombre infini ainsi. formés, une 
fonction, ce qui donnerait une suite numérable qu'on utiliserait de nou- 
veau: en un mot, chaque fois que l'on aurait obtenu un ensemble que 
lon pourrait remplacer par une suite numérable, repartir de cette suite 
pour continuer les opérations. On formerait ainsi un ensemble qui ne 
pourrait plus étre remplacé par aucune suite numérable de fonctions lui 
appartenant. 

Un pareil ensemble remplirait il le but proposé? C'est ce qu'il parait 
difficile de décider actuellement. 


21. Le théoréme (c) peut aussi se généraliser à l'aide des proposi- 
tions précédentes. On a d'abord: 


Théorème (p) Ætant donnée une suite infinie de fonctions e”(n) aug- 
mentant indéfiniment, mais de plus en plus lentement, on peut toujours dé- 
terminer les u, de manière que la série Su, soit convergente et toutes les séries 
Nu,c^(n) divergentes. 


Il suffira bien évidemment de former une fonction plus lentement 
" et d'appliquer à celle-la le théorème (c). 
Ou encore, on pourrait appliquer le théoréme (c) à chaque fonction c^ 


croissante que chacune des c 


et former une série plus lentement convergente que toutes celles qu'on 
aurait obtenues. 


! C’est à ce type qu appartiendrait le système indiqué par M. PRINGSHEIM dans le 
Mémoire déjà cité (commencement de la page 356). 
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De méme: 


Théorème (9). Les fonctions ç'(n) étant encore supposées augmenter 


indéfiniment de plus en plus lentement, on peut toujours déterminer les v, 
t. pe . . PN v 
de manière que la série Xv, soit divergente et toutes les séries x 
| — © N 
convergentes. 


Enfin ces deux propositions peuvent étre considérées comme un cas 
particulier de celle-ci: 


Etant données deux suites infinies de fonctions c"(n), d'(n), les unes 
de plus en plus lentement, les autres de plus en plus rapidement croissantes, 


c? (n) 
(* (n) 


augmente indéfiniment, on peut déterminer les w, de manière que toutes les 
séries Su,¢?(n) soient divergentes et toutes les séries Xu, d* (n) convergentes. 





mais telles que pour tout système de valeurs de p et de q, le rapport 


Car il est bien clair, d'aprés ce que nous avons démontré au n? 19, 
que l'on peut trouver deux fonctions F et G intermédiaires entre les ¢ 


Ve 2 . \ 
et les d et dont le rapport + soit infini avec m. Il suffira dés lors 
d'appliquer le théoréme (c) à ce rapport. On obtiendra ainsi une suite 


, UM 
U, et lon fera u, = Em)‘ 


26 janvier 1894. 
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SUR LES INTÉGRALES RÉGULIÈRES 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 


PAR 


HELGE vos KOCH 


à STOCKHOL M. 


SJ 


1. Dans la premiere partie du mémoire Sur les déterminants infinis 
et les équations différentielles linéaires (ce journal, t. 16) nous nous sommes 
occupé de la résolution d'un système infini d'équations linéaires 


Tx 


(1) 2. Aut = O 


Pix (i=—x .. +20) 


dont le déterminant [4,],:-_, ,. est de la forme normale (c'est-à-dire 
tel que le produit des éléments diagonaux converge absolument et que 
la somme des éléments non-diagonaux converge absolument). 

Pour le but du présent mémoire, il est nécessaire de généraliser 
cette étude au cas où le nombre des équations du système (1) est, pour 
ainsi dire, plus grand que celui des inconnues: nous voulons parler de 
systèmes de la forme (1) où le déterminant des A, n'est plus de la forme 
normale mais le devient dés que lon y supprime un certain nombre des 
lignes. Pour plus de généralité, nous ne supposerons pas que les seconds 
membres des équations proposées soient nuls; nous les supposerons seule- 
ment égaux à des constantes dont les valeurs absolues sont inférieures 
à une quantité donnée. 

Avant d'aborder ce probléme, rappelons une propriété des détermi- 
nants de la forme normale (mém. cité, n? 20) qui nous servira pour 
point de départ. 
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Soit 
D = Bee: +2 


un déterminant de la forme normale; désignons par 


celui des mineurs de D d'ordre v qui s'obtient en remplaçant chacun des 


éléments À .,A4,, par l'unité et tout autre élément des lignes 


Ato 
55... £ (ou des colonnes x,,.., %,) par'zéro (nous conviendrons d'attribuer 
la valeur zéro à ce symbole toutes les fois que deux ¢ ou que deux x 
seront égaux). 

Posons 4,— a, (i 2k), A; = 1 + a4; par hypothèse la série > dd 
est convergente, ce qui entraine la convergence du produit 


TEE 2a, 1). 


Désignons par (i, ..%,) ce que devient ce produit si l'on y supprime les 
facteurs correspondant à i = i,,..,7,; on a alors 


we 
(2) > fer solers 
bir Ae RO 
et, en particulier (m désignant un entier positif quelconque), 


— Ms. +m - 
2) ( ) sen. +mr 
— m... m | 


Sen) 


De là on conclut l'existence d'un entier m’ tel que les mineurs 


\ 


—m..+ m 
| | (m = m’, m’ +1,,., co) 


mies Hm) 


sont tous différents de zero; pour trouver m’, il suffit de se donner une 

quantité positive 9 < 1 et de déterminer m’ en facon que 
(—m..+m)—1<0 de que mm. 

Or, désignant par S. ce que devient la série 


m..4m 


E) SAT 


-_— 
[07] 
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si l'on y supprime les termes correspondant aux indices i= — m,.., tn, 
on a (pour des m suffisamment grands): 


(2") (—m..+m)—1< (sn) — _ S—mtm 


‘y 
I, — Dom. tm 


Il suffit done de choisir m’ de maniere que 


M 
0 


Sur I Ep 2 


ce qui est possible puisqu'on suppose la série (3) convergente; si nous 
nous bornons, et c'est ce que nous ferons toujours dans ce qui va suivre, 
au cas où la série (3) est telle que le nombre m’ s'obtient au moyen 
d'une suite (finie) d'opérations arithmétiques (c'est évidemment ce qui aura 
lieu dans les cas usuels), le résultat auquel nous sommes parvenu s'ex- 
prime ainsi: 


Un déterminant de la forme normale étant donné, on peut, par une 
suite d'opérations arithmétiques, trouver un mineur d'ordre fini qui west 
pas nul. 


2. Considérons maintenant un système linéaire 


+ 
5 = 9 = Ag (i=—»..+%) 
Bee 

(4) Te 
, > Dm; = B: (i=1,2,..,9) 
= —o 


ou les équations peuvent étre partagées en deux groupes, (A) et (D); 
dans le système (4), le déterminant des éléments est de la forme normale 
et les À, sont, en valeur absolue, moindres qu'une quantité donnée; quant 
au systeme (D), qui n'embrasse qu'un nombre fini q d'équations, nous 
supposerons seulement que les coefficients B,, soient, en valeur absolue, 
moindres qu'une quantité donnée.’ 

Proposons-nous de trouver toutes les valeurs des x, qui satisfont 





! Cf. mem. cité, n° 9. 
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aux équations (4) et qui restent inférieures en valeur absolue à un nombre 
fini (qui peut ne pas étre connu d'avance) X: 


(4°) 2, | « X (£2 —« ..- Fo) 


Nous verrons que ce probléme se ramène toujours à la résolution d'un 

certain système fini d'équations linéaires entre un nombre fini d'inconnus. 
Pour abréger, désignons la série 27, 4,2, par u, et la série 22, Bj, 

par v, de sorte que le système (4) prenne la forme 

i) (i=—..+) 


i - (i21,2,..,4) 


Soit D le déterminant des 4; choisissons un mineur quelconque de D: 


cette série étant absolument convergente (mém. cité, n? 20) quand les 
x, satisfont aux conditions (4'), on aura 


ae e; 
S — A. 
+ NUM 5 


r / v=1 
d’ou 
SB RNA ED fea te ir. dep idu. qe 
ics ee POL 44h 
(5) ( n= | + Ce 
EO M) VAN E AN MP MU M e 
' à 
ty 


4. 2, me : A 4 4 
( ) désignant ce que devient le déterminant ( 
ry k 


remplace les éléments 4, de la colonne % par les 4.. 
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Or nous pouvons toujours, par la méthode précédente, trouver un 

. . H . oc ù u. t, 
mineur de D d’ordre fini qui n’est pas nul; si nous designons par (: , ) 
VT 
ce mineur, toutes les inconnues x, s'exprimeront, en vertu des équations 
(5) en fonction linéaire par rapport à r d'entre elles: x, , 7, , .. , Zu: 
Pour trouver les équations auxquelles doivent satisfaire x, , 7, ,.. , %%,, 
1 2 r 


> 


il suffit de substituer aux x,, dans les équations w, — A, ct v, = B,, les 


valeurs fournies par la formule (5); nous aurons 


» ( i ehe OE 4 AS 
WE k, E i = qr 
(6) 
Di ( Sil us. dE + Ys Y (i note at agi 
CR ub x y= 15 ky ko. k ka, k, | T 
hs A 
== "Ds. il, 2,0 
n OUR Y a 


CENA 
À, (iz ty; .., ir) 
x. 1 dE 
Doro SS ; 
À; 7 S, (i=i,) 
OR 





Oo (fs uq 
Ded DM NUE dc P OF 2 
m Ar = D (i=i,) 
N. pc. an | 
Se Gi=:,) 


le systeme (6) se réduit à un systeme fini de » + 4. équations: 
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Sz, +--+ Sam, = S, 


. ee . 


Sata, +..+ Se = SE 
TD es bd ETS, 


oe 


Prt, + Tam = fT, 


q) 


dans ces formules, S, (pris avec le signe (— 1)^ ") représente ce que 


(m) 
ys. d, BD uiae * 
devient le symbole ; quand on y supprime l'indice i, et l'in- 
Mey «+ Kh, 

dice k,, et S, représente ce que devient le déterminant S,, quand on y 
remplace la colonne A, par la colonne formée par les seconds membres 
des équations (4); T,, désigne ce que devient S, quand on y remplace 
la ligne i, par la ligne des B,, et T, désigne ce que devient 7,, quand 
on y remplace la colonne k, par la colonne formée par les seconds membres 


des équations (4). 


On peut donc, par une suite finie d'opérations arithmétiques, réduire un 
système infini tel que (4), où les inconnues sont assujetties aux conditions 
(4), à un système fini d'équations entre un nombre fini d'inconnues. 


3. Appliquons d'abord ce résultat au cas où les équations données 
sont homogènes (4, = B, = 0): 


u = O0, (i=—w..4 e) 


(8) 


v; = O, (i=1,2,.. 9) 
les inconnues x, étant toujours assujetties à la condition 
(8^) | x, | x ne (kz—m.. m) 


Dans ce cas, le système transformé (7) sera aussi homogene, car les S, et 
les T, sont tous nuls. Convenons de donner le nom de solution du 
système (8) à tout système de valeurs des x, qui vérifient les équations 
(8) et les conditions (8°), et de dire que » solutions xi, 2; ,.., 2 sont 


" v) 


linéairement indépendantes s'il n'existe pas de constantes c, c7, ..,c 
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telles que la somme c'z; + cr; + .. + c?x?" soit nulle pour chaque va- 
leur de l'indice k. 

Il est clair d'abord que le systéme (8) ne peut avoir plus de r so- 
lutions linéairement indépendantes; car tous les x, sont, en vertu des 
équations (5), parfaitement déterminés quand on connait ,, 7, ,.., 7,. 

Pour trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence 
d'un nombre donné » de solutions linéairement indépendantes, il suffit 
de considérer certains des déterminants de la matrice (A, B) des éléments 
A, et B,. Par la matrice des éléments A, et B, nous entendons l'en- 
semble de ces éléments, rangés en lignes et en colonnes (le premier indice 
se rapportant aux lignes, le second aux colonnes. Par (4), nous dé- 
signons la ligne constituée par les éléments A, (k = — oo .. 4- cc) et par 
(B), celle constituée par les éléments B, (k = —oo..+ cc); par la co- 
lonne % nous entendons celle où le second indice des éléments est #. 

Designons, en effet, par JZ, l'ensemble de déterminants que l'on peut 
former avec la matrice (4, B) en y supprimant g quelconques des lignes 


(9) (B ; (B. 5 09 (Adis (Adin (005 


par M, l'ensemble de déterminants que l’on peut former avec (A, D) en 
y supprimant g + 1 quelconques des lignes (9) et 1 quelconque des co- 
lonnes 


(10) [RD coeli a 


et, d'une manière générale, par M, l'ensemble de déterminants que l'on 

, o , v q 

peut former avec (A, B) en y supprimant 4 4- » quelconques des lignes 

(9) et » quelconques des colonnes (10). (Il est clair que le déterminant 

D défi plus haut appartient à l'ensemble M, et que l'ensemble JM, est 
0 7 


. 1 ‘ CHER 
composé d’un seul déterminant: a ; » 
Ey - - Kh, 


Je dis que les conditions nécessaires et suffisantes pour que le sys- 
teme (8) ait » solutions linéairement indépendantes, s'expriment en égalant 
à zéro tous les déterminants JZ d'indice » — 1. 

Ces conditions sont nécessaires; car si l'un quelconque des M, (u—»—1), 
7 


, 
“|: était différent de zéro, toutes les inconnues s'ex- 
AE 


par exemple ( 
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primeraient en fonction de 2, , 2,,.., v, et le nombre des solutions li- 
néairement indépendantes serait au plus égal à y. 

Ces conditions sont aussi suffisantes; car désignons par p le plus 
petit entier tel qu'il y ait, parmi les déterminants M,, au moins un, par 


SH 


, 
exemple ( 


) différent de zéro. D’après ce que nous avons vu, 
XE. es 


toutes les inconnues sexprimeront en fonction de z,, 7, , .., qv, , et ces 
dernières quantités ont à vérifier ~ + 7 équations linéaires et homogènes 
ou les coefficients ne sont autres que des déterminants appartenant à 


l'ensemble J Ces déterminants étant tous nuls, il est clair que le 


pie 
nombre des solutions linéairement indépendantes est égal a yp; et ce 
nombre y ne peut pas être inférieur à » pourvu que tous les M, , 
solent nuls. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que le systéme donné 
(8) admette un nombre donné de solutions linéairement indépendantes, 
s'expriment done par un nombre fini de relations entre les 4 et les B 
et l'on peut toujours trouver ces relations par un nombre fini d'opérations 
arithmétiques. 

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait trouvé, parmi les 


, . . . h E S dy "oor r 
determinants M,, au moins un, soit ( ) différent de zéro, et que 
[9 "x y / 


tous les déterminants JZ, soient nuls. D'après les formules précédentes, 
la solution générale du systéme (8) sera la suivarite: 


ORE Bes (iie 3 
11 T, = qu T. c,, 
li p s i J^ ( bam. M CRUDUM eg ene Ji 


y 


(E——2..--*) 
T, , T, ,.., 1, désignant des constantes arbitraires. 
4. L'étude du systeme non-homogene 
u, = Ar (i=—® ..+ 0) 
(12) 
UP PT D, (i=1, 2, ..,9) 


se ramène aisément à celle du système homogène étudié au numéro 
précédent. 
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ij x9 9! 
KH qe 
les ensembles de déterminants désignés par M,, M,,.., M,. 


Déterminons d'abord un déterminant non nul ( | et formons 


r 


Puis, formons des déterminants nouveaux en bordant la matrice de 
chacun des déterminants M, par l’une quelconque des lignes 


(13) (3. (B),,.., 0), (4),, (4), , CD. 


et par la colonne formée par les seconds membres des équations (12); 
désignons par Mj l’ensemble des déterminants ainsi obtenus. De la méme 
manière, bordons la matrice de chacun des déterminants JZ, par l'une 
quelconque des dites lignes et par la dite colonne; et désignons par M 
l'ensemble ainsi obtenu; etc. 

Nous obtiendrons les ensembles suivants de déterminants: 


MISSA. vM. 


Supposons que tous les déterminants des ensembles M, dont l'indice y 
est inférieur à un certain indice » soient nuls, mais que, parmi les AM, 


NON 


: : : : t . : 
il y ait un au moins (soit là ' ) qui ne soit pas nul. 
ren. ey 


Je dis que les conditions nécessaires et suffisantes pour que le sys- 


c.f 


teme (12) ait au moins une solution, sexpriment en égalant a zéro tous 
les déterminants appartenant à l'ensemble M/; et que, si ces conditions 
sont vérifiées, la solution générale du système (12) contient » constantes 
arbitraires, 

En effet, les conditions sont nécessaires puisqu'on peut, en admettant 
l'existence d'une solution du systéme proposé, par des formules telles que 
(7), exprimer chacun des déterminants M; en fonction linéaire et homogène 
par rapport aux M,_,, qui sont tous nuls, d'après l'hypothese. 

Ces conditions sont aussi suffisantes; car, d’après ce qui précéde, 
toutes les inconnues r, s'expriment en fonctions linéaires par rapport aux 
T,,2,,..,0,; et ces dernières n'ont à vérifier que » + 4 équations linéaires 
où les coefficients des premiers membres sont les déterminants appartenant 
à l’ensemble M, , et les seconds membres des déterminants appartenant 
a l'ensemble JZ,. 
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Done, si les conditions dont il s'agit sont vérifiées, on voit d’après 


8 
la formule (5), que la solution générale du systéme (12) est la suivante 


! Vie CS bod unus 
I y, = duele: D 
s: bw 4] : y gae " ut) E EATEN. [e 


Ta, Ta, +, T, désignant des constantes arbitraires. 


Se: 


5. Avant d'aborder le probléme que nous avons en vue, rappelons 
succinctement les principaux résultats obtenu dans le mémoire cité 
plus haut. 

Soit 


d'y A 


| ?y d'y 
(15) P(y) = der + Je 2 dan? —2 EE 


3 dans 


ea ENIMS) 





n—1 


/ c NAM E, quac 
une équation linéaire, privée du terme contenant ———7, et ayant pour 
2 dæ"—1 ? 


coefficients des fonctions analytiques de x, développables en séries de 
LAURENT à l'intérieur d'un anneau circulaire entourant un point donné, 
par exemple x = o: 


(16) Pa oi NA (r72,8,.., 9) 

Formons les fonctions 

(17) ¢(p)=p(e—1)..(o—n-+ 1) p(p— 1)..(o—n-+ 3)0 2 ++ 6, 
(p — Xo — p3) (0 — e) 

(18). Au (o NE A Te. (lo Bin te), er 


oa ERES P—Pa np | n(n—l) 
p i ——— | ne 2 
i | m m 

(1 9) h, (0) I , h,, (9) m" e £ SAT x; m" E 








et posons 


(20) ha (p) A = Yum h(p)e(o + m) = Yan (P)- 
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Si, dans l'expression différentielle P(y), nous posons 


+» 
(21) y= 2 ga, 
P(y) prend la forme 
+a 
(22) Ply) = X G,(garto" 
ou 
(23) G,,(p) = ¢(p -E m), T eA deris dcm m) 


et les équations linéaires auxquelles doivent satisfaire les 7, pour que la 
fonction (21) représente une intégrale de l'équation (15), sécrivent sous 
la forme 


+» 


(24) BR ar, — 0. (m=—2..+x) 


Le déterminant 


D(p) == Bea „+ 


des éléments 7, est de la forme normale’ pour toute valeur finie de » 
et représente une fonction analytique et entière de p qui jouit des pro- 
priétés suivantes: 

E uem cdd 

1° D(p) vérifie l'égalité 


D(p + 1) = (— 1) D() 


et représente, par suite, une fonction périodique de p (de période 1 ou 2). 
2° D(p) a n zéros incongruents (chacun d'eux étant compté avec 
son ordre de multiplicité) et peut étre représenté sous la forme 


sin (9 — p)z 
Bor pp, 





* Nous supposons que le point z = I se trouve à l'intérieur du domaine de con- 
vergence des séries (16). Mais, dans le cas contraire, on est ramené immédiatement à ce 
cas en remplaçant, dans” D(p), chaque élément 7, par 7,2! * où z, désigne un point du 


domaine de convergence. 
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p', p^, .., p? désignant des constantes dont la somme est égale au nombre 
: n(n — I 
entier: Su: 


3° Si on développe D(») en série suivant les puissances croissantes 
de p, les coefficients sont des séries absolument convergentes procédant 
selon les puissances et les produits des paramètres 4,,; les coefficients de 
ces séries sont des polynômes entiers en z dont les coefficients sont des 
nombres rationnels. 


" 


Soient ',",.., po” un systeme de zeros incongruents de D(p), 
s', s", ... 8” leurs ordres de multiplicité On peut former » intégrales 
linéairement indépendantes qui se partagent entre p groupes appartenant 
respectivement aux zéros 9’, 0”, .., ^ et contenant respectivement s’, 
” pasate rica 
sus 59? antégrales. 

Pour représenter analytiquement les s intégrales appartenant à l'un 
quelconque p’ de ces zéros, désignons par 


DONI EE drerit 


les nombres caractéristiques et par 


E E i E RR 
ey ? kı =) 309097 I ky x ï) 


un systeme de mineurs caractéristiques correspondant à 9’ (pour la dé- 


finition, voir mem. cité, n? 23); les nombres s, 5,,.. vérifient les con- 


ditions suivantes: 


SETS D S. gc ch 


IV 


^ ws 


. 5 Cid i, \ " ' . 
et le mineur | ) (où v<r) est, pour o =p’, nul d'ordre s, tandis 


p oe À, 


DAS en Ey : E 
que (; sj est différent de zéro. 


Oy « « 7 
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Posons 


COMO en 


+ - ovn 5 : 
9. (x , p) 160 p" 1 ly LET B c 


N sath 
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Alors les intégrales en question se partagent entre r sous-groupes con- 


tenant respectivement 


"epe Eus 1 2 Se TOS Spy — Y, 


intégrales: 


Yan s Yro se rA Yan s Yan s es Yous + 5 ras ess In 


qui se représentent analytiquement par les formules suivantes 





__ 0^ g.( , p) . 9n" g.(z , p) . 9 *9,(z, p) 
Vi —— ap^ = Jia = gpl ? c0? Vin = Er 
9*:g,(z , p) 9tlg.(z. p) 9^ g,(z , p) 

Yay = 7 ,p* ae, 353 = ap 2 OM a LACE Spi , 


. . . . . . . . . . . H . . . . . . 


gr(z ; p) _ 931g, p) 
Yra T 9, (x 2 p) 2 Wr» = 20 , COL", >) rur Fa ap 


L 





où il faut substituer, aprés les différentiations, 9’ à la place de p. 


6. Chacune des intégrales ainsi définies est de la forme 


(25) a'(F, + F,logz + F,(logz) +.. + F.(logz/), 


p désignant une racine de l'équation D(p) = o et les F étant des séries 
procédant selon les puissances positives et négatives de x, ayant pour 


coefficients des fonctions entieres de p. 
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On dit, d'après M. TnowÉ, qu'une intégrale de la forme (25) est 
régulière (dans le voisinage de z — o), si les F ne contiennent qu'un 
nombre fini de puissances négatives. 

Considérant le cas où les coefficients P de l'équation proposée ne 
contiennent qu'un nombre fini de puissances négatives de x, M. THomé 
a montré que, si m désigne le degré d'une certaine équation (l'équation 
déterminante), l'équation (15) ne peut avoir plus de m intégrales régulières 
et que l'on peut toujours former m séries de la forme (25) satisfaisant 
formellement à l'équation (15); ces séries représentent donc des intégrales 
réguliéres, pourvu qu'elles soient convergentes. Comme, dans le cas gé- 
néral, les séries ainsi obtenues sont divergentes, il faut, pour que l'équa- 
tion proposée ait des intégrales réguliéres, que les paramétres satisfassent 
à certaines relations. 

Il a été impossible de trouver ces relations, sauf dans un cas par- 
ticulier, par les méthodes connues jusqu'ici. Comme nous allons le voir, 
on peut toujours les trouver à l'aide de la méthode indiquée au para- 
graphe précédent. 


7. Si Von cherche à vérifier l'équation (15) par une intégrale ré- 
gulière de la forme 


(26) Un li ar 
À =0 


le systeme d'équations (24) auquel doivent satisfaire les g, et p prend 
la forme 


+ 


hi = O. (n=—x..+00) 


Ce systéme (27) se simplifie beaucoup dans le cas où le point singulier 
© — O n'est qu'un pôle pour les coefficients P de l'équation proposée. 
Dans ce cas, auquel nous nous bornerons dans ce qui va suivre, les dé- 
veloppements (16) des P ne contiennent qu'un nombre limité de puis- 
sances négatives de x. 

Soient 


(28) gc ic TT ENT etre rcs 
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les puissances par lesquelles commencent respectivement les développe- 
ments des fonctions 


Eas, Pim) uod (n). 
Considérons la suite des nombres entiers 


(29) To 9t py apes. 209g 


(où lon a posé, pour plus de symétrie, o = p,); soit p le plus grand 
d'entre eux, et p, le premier nombre de la suite (29) (parcourue de 
gauche à droite) qui atteint cette valeur p. 


Il vient 
pu on desaue k ——1 > p 


et l'on voit que le degré de la fonction 7,;,, (divisée par h,(p)) est égal 
À n — 0. 
Les équations (27) se réduisent donc aux suivantes 


wo 
Z Ams — O (m=—p,—p+1,.., 0,1,2,..,+ 2) 
ou encore: 
X-..9 = ©; 


X—p+1.09o X 4192 = O9, 


(30) dos der ALL M pe = 9 
ENT le DL V 765 23 71 Lop Ip + Xodp = 9% 
MATE Ymgr cb yu 6-1 + L1590 Xn) 


C'est à l'étude de ce système linéaire que se ramène le probléme 
de trouver les intégrales régulières. Dans le cas où p — o, le détermi- 
nant du système (30) est de la forme normale et se réduit d'ailleurs à 


son terme initial: Ily.. C'est done, au point de vue de la theorie des 
y—-0^* 


déterminants infinis, le cas le plus simple qu'on peut imaginer. Aussi 
ce n'est autre que le cas rendu célébre par les travaux de plusieurs 
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géometres et notamment par les recherches classiques de M. Fucus. Nous 
pouvons done le laisser de cóté ici, d'autant plus que, dans le mémoire 
cité plus haut (voir n? 26), nous avons vu comment se présente la théorie 
de ce cas au point de vue de la théorie des déterminants infinis. 

Supposant donc p > o, nous voyons que le déterminant du système 
(30) n'est plus de la forme normale mais qu'il le devient dés qu'on 
supprime p quelconques des lignes; en effet, le déterminant du système 
qu'on obtient aprés avoir supprimé les p premières équations de (30), 
est de la forme normale puisque le produit des éléments diagonaux y, 
converge absolument et que la somme des éléments non-diagonaux 7, 
converge absolument; et ce déterminant reste de la forme normale si l'on 
remplace l'une ou plusieurs des lignes par des lignes dont les indices appar- 
tiennent à la suite —p,—p+1,..,—1. 

Nous avons donc à envisager les déterminants obtenus en supprimant 
dans la matrice des éléments y: 


(31) Nios Hirs es Xiitys (i=—p, —p+1, ..,0,1,.. +20) 


p quelconques des lignes. Pour plus de symétrie, nous pouvons con- 
sidérer tous ces déterminants comme des mineurs d’un seul déterminant 
A, à savoir celui qu'on obtient en ajoutant à la matrice (31) p colonnes, 
numérotées — p, — p 4- 1,.., — I, dans chacune desquelles tous les 
éléments sont nuls; nous désignerons donc désormais par le symbole 


GU lc 
(32) ( 1 2 q 
. A P. els By 


celui des mineurs d'ordre ; de A qu'on obtient en remplacant dans A 
Ala Q ^4 ^ ^ ? ita Aló 

chacun des éléments 7,3 ; 7,5, ..,7,,; par lunité et tout autre élément 

des lignes « 


..4, ou des colonnes £,.. f, par zéro. Il est clair que 


1 q 
chacun des déterminants (32) où 4 <p est nul identiquement, car ils 
contiennent tous au moins une colonne composée de zéros; et que, si 
q > p. le déterminant (32) est nul également si tous les nombres — p, 
im + 1,..,— 1, ne sont pas compris dans la suite £,,9,,..,9,. En 
particulier, le symbole 
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représente (au signe prés) le déterminant de la matrice qu'on obtient en 
supprimant, dans la matrice (31), les lignes a, , 2,, .., 4,3 et 


a a Yard BT At 
, 19? 2 , D Eo ae EE) 295 
(33) ( : | 


P nas Bis 315» $7,123 9h Aoi 3A 


représente (au signe prés) celui des mineurs d'ordre » du déterminant 
(33) qu'on obtient en supprimant dans la matrice (31) les p + » lignes 
Geo uc odor Durs Mt 5G, Cb es vacolonnés ox) , x36.) Comme toujours, 
nous convenons d'attribuer au symbole (32) la valeur nulle si deux quel- 
conques des indices supérieurs ou si deux quelconques des indices in- 
férieurs sont égaux entre eux. 

D'aprés des résultats obtenus dans le mémoire cité, il est clair que, 
pour que l'équation (15) ait un nombre donné m d'intégrales réguliéres 
de la forme 


ob 


(34) | 2, gs 
À=0 

où À désigne une constante donnée quelconque, il faut et il suffit que 
le système d'équations (30) ait, pour o = R, m solutions linéairement 
indépendantes, Or, d'aprés le paragraphe précédent, cette condition s'ex- 
prime de la manière suivante. On détermine (ce qu'on peut toujours 
faire par un nombre fini d'opérations arithmétiques), un entier » et p + 2v 
indices ta ca ye Mio OSSI mt, ey 25 35 de telle maniere! quee 
déterminant (33^) soit, pour o = R, différent de zéro; puis on égale a 
zero tous ceux des mineurs de A d'ordre p+m—1 qu'on peut dé- 
finir en supprimant dans le symbole (33') » — m + 1 quelconques des 
indices aq,,0,,..,0,, 565, t, et » —m + 1 quelconques des indices 
RARE 

Désignons par M, l'ensemble des mineurs qu'on peut définir en 
supprimant dans le symbole (33') » quelconques des indices 


(35) Di LP cte. Eis Bh 
et les » indices 


(36) CE PEN TE 
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par JZ, l'ensemble des mineurs qu'on peut définir en y supprimant y — 1 
quelconques des indices (35) et » — 1 quelconques des indices (36); ..; 
par JZ, l'ensemble des mineurs qu'on peut définir en supprimant dans 
(33) 1 quelconque des indices (35) et 1 quelconque des indices (36). 

Chacun des déterminants ainsi définis est une fonction entière de p 
dont les coefficients sont fonctions des paramètres a. 


Je dis que le nombre des intégrales régulières appartenant! à R est 
égal à Vexposant de la plus haute puissance de p — R qui divise toutes les 
fonctions M,. 


8. Démontrons d'abord que, y désignant l'exposant de la plus haute 
puissance de p — R qui divise toutes les fonctions M,, l'équation (15) a, 
au moins, p intégrales régulières. 

Puisque, pour o = R, les déterminants JZ, sont tous nuls tandis que 
le déterminant (33') (c'est-à-dire JZ) ne s'évanouit pas, on peut déterminer 
un nombre r de la suite 0, 1,2,..,» tel que tous les déterminants 
M, d'indice k — r sévanouissent pour p = R tandis que, parmi les dé- 
terminants M,, il y ait au moins un qui ne devient pas nul. Soit 


es les e. fu Mei eto ene, DENTS 
—p,—pti,..,—1,k,,k,..,k, 


ce déterminant non nul. Désignons par 41, l’ensemble de tous ceux des 
déterminants JZ, qu'on peut définir en supprimant dans le symbole (37) 
r quelconques des indices supérieurs et D quelconques des indices inférieurs; 
par JZ, l'ensemble de tous ceux des déterminants JZ, qu'on peut définir 
en supprimant dans (37) r— 1 quelconques des indices supérieurs et r— 1 
quelconques des indices inférieurs; ..; par AM; l’ensemble de tous ceux 


des déterminants M, qu'on peut définir en supprimant dans (37) r — & 
quelconques des indices supérieurs et r — X quelconques des indices in- 
férieurs. 





! Selon l'usage, nous dirons qu'une intégrale de la forme 
aP (Fr, + F, loge + .. + I, (log æ)") 


est une intégrale appartenant à l'exposant p si les séries F (dont on suppose que l'une 


au moins n'est pas nulle identiquement) ne contiennent que des puissances positives de v. 
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Par hypothèse, tous les JM, et, en particulier tous les JZ; deviennent, 
pour p = R, nuls d'ordre » au moins. Mais, parmi les Mj, il y a un 
au moins qui ne devient nul que d'ordre y au plus; en effet, le déter- 
minant A, de méme que tous ses mineurs d'ordre r1, 2,.., p — 1 sont 
nuls identiquement; done, en se servant d'un mode de démonstration in- 
diqué dans le mémoire cité (n° 23), on voit que, si tous ceux des mi- 
neurs d'ordre p de A dont nous avons désigné l'ensemble par M;, s'an- 
nulaient d'un ordre supérieur à y, il en serait de méme de fous les 
mineurs d'ordre p de A, ce qui est contraire à l'hypothèse. 


Désignons donc par 


(38) fey fy > Pex ++ Ar-ı 


les exposants des plus hautes puissances de »—R qui divisent respective- 
ment tous les déterminants J47,, tous les déterminants Mj, tous les dé- 
terminants JZ;,.. tous les déterminants M; ,. On peut démontrer (voir 
mém. cité, n? 23) que ces nombres satisfont nécessairement aux conditions 
suivantes 


(39) ee le RS NE Um DET RE TT LI 


et qu'on peut supposer les indices du symbole (37) rangés en facon que 
Is Hs Hass [5 désignent les exposants des plus hautes puissances de 
p — R qui divisent respectivement les déterminants suivants: 


a, d, gs Ba he a] le Ld d 
pipi b AE o Sv E 


2,3 
5 E p So 1 y r , , 
ou, d'une manière générale, r ; | represente, pour abreger, le de- 
SA 
terınınant 
Len a, MEET T2 +... 
, 
Ze N 1 a, 
, x: : .; : a > a, yee, 0, 
c'est-à-dire celui des mineurs d'ordre » de 


—p,—p+tt,..,—1 
J f AR a, AMT, TA 
qu'on obtient en remplacant dans P chacun 
"o nx LCL GR EL 
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des éléments y,,, Yiu, +++ y,, par l'unité et tout autre élément des lignes 
i, ..4, (ou des colonnes k, ..k,) par zéro. 

On voit aussi que tous les M, s’annulent d'ordre p, au moins; car 
tous les mineurs de A d'ordre 1,2,.., p sannulent d'ordre p au moins 
et les mineurs M; sannulent d'ordre y, au moins; d'ou s'ensuit que tous 
les mineurs d'ordre p + 1 de A s’annulent d'ordre y, au. moins. De la 
méme maniere on voit que tous les M, sannulent d'ordre y, au moins 
que tous les 77, , s'annulent d'ordre 5, , au moins. 


2. 5 


Posons maintenant 


Im 
9,(@,p) = = ES 


en 
CAC ; p) == > | > | 
(40) A=0 


ae es Te 
I(t, p) = | I 
ek... ku, A 


et portons l'une quelconque g,(x,) de ces fonctions dans l'expression 
différentielle P(y). En remarquant que chaque série de la forme 


Uy Anas 
(41) x 3 k MT 
1 . 


JS 
est nulle identiquement quand l'indice i est différent de chacun des indices 


Gy 035-010 DE ut, 


mais égale à un certain des déterminants 3, , quand i est égal à un de 


ces indices, nous pourrons écrire 








Te Ga (p) pim Gay (0) p) cet 
(4 2) 1 (g, (a ’ p)) = ha, n = ak x lr Asp)" 
Eu ph oe prr" 
hi (p) - (p) ” 


Gy, (p); G9) » Go); .., G, (o) désignant certains des déterminants MS 
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inii?) 


H (Â=0,1,.., + co) sannulent 


, ET 
Tous les deterininants | : 
k, C k, 1 
i oUm 


bare tle 
que de cet ordre j,. On en conclut que les y, — 1 premières dérivées 


pour o = KA d'ordre y, au moins mais l'un d'eux, | | ne s'annule 


de la fonction g,(@,) par rapport à p sont identiquement nulles quand 
on prend p — À mais que les dérivées suivantes ne le sont pas. Le 
second membre de l'égalité (42) s'annulant, pour p = À, d'ordre p, , au 
moins, il s'ensuit que les #, — p, , fonctions 


n. 9^ g, (x , p) Sut 


ES 

9" g.(# 5 p) Questa gr (2, 0) 
43 Yor flee hic = = E C Yy.n LI " m = 
(43) y ap* ^ Qu T D Mets cct Ve 
représentent, pour o = À, y, — jt , intégrales de l'équation différentielle 
(15). La série g,(r, p) étant uniformément convergente par rapport à p 


à l'intérieur d'un domaine fini quelconque (cf. mem. cité, n° 


22), on a 
le droit de la différentier terine par terme.  Effectuant les calculs, on 


voit que les intégrales obtenues sont de la forme 


ya = E (Fu + Fi loge + .. + Faulgzs)) a-w2s— 


les P désignant des séries procédant selon les puissances positives de x 
et convergentes à l'intérieur du méme domaine que les développements 
(16). Dans chacune de ces intégrales, le coefficient de la plus haute 
puissance de logx est, à un coefficient numérique prés, égal à la fonction 
Ya qui nous le savons, n'est pas nulle identiquement. Donc, les inté- 
grales (43) sont linéairement indépendantes. Prenant successivement 
y — 1,2,..,r, nous obtenons ainsi p — p, + p, — p, + ..d- pan 
intégrales qui se partagent entre x sous-groupes comprenant respective- 
ment p — p, =) f, — p, =V,,..,/4 1 = v, intégrales: 


(44) Yırs Yo see Yrs Yrs Yoo. 9 Jo 5 riore us 


on démontre, en suivant la méme marche que dans le mémoire cité 
(n? 24), que toutes ces intégrales sont linéairement indépendantes. 

Donc, à la racine a = R appartiennent a intégrales régulieres et li- 
néairement indépendantes. 
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9. Démontrons maintenant que ces y intégrales sont les seules in- 
téerales révulières appartenant à o = R, c'est-à-dire, qu'une intégrale ré- 
D D p ) ? D 
guliere quelconque appartenant à & s'exprime linéairement par rapport 
à elles. 
Convenons de dire, pour abréger, qu'une intégrale réguliére de la 


forme 
(45) D, + 0, ,logx +..+ 0,(logz)" 


est de genre p, si zu est lexposant de la plus haute puissance de logz 
qui y figure (ce qui implique que le coefficient ©, n'est pas nul identique- 
ment). 

Parmi les intégrales (44), il y a évidemment r qui sont de genre 
zéro. Désignons par r+ r, le nombre de celles de genre inférieur ou 
égal à 1, par r +r, +r, le nombre de celles de genre inférieur ou égal 
à 2 et ainsi de suite. Il est clair que r est égal au nombre de ceux 
des nombres 

DE ESAE 


qui sont supérieurs à zéro, que r, est le nombre de ceux supérieurs à 1, 
que r, est le nombre de ceux supérieurs à 2, et ainsi de suite. Done, 


d'après les conditions (39), r, est le plus grand entier vérifiant la condition 


(46) "SURE re 
r, le plus grand qui vérifie la condition 
(47) Buacmr—mna 


et ainsi de suite. 

Cela étant, nous allons démontrer que, parmi les intégrales régulières 
de l'équation (15) appartenant a l'exposant A, il y a r de genre zéro, 
r-Fr, de genre inférieur ou égal à 1, r + r, +7, de genre inférieur 
ou égal à 2, ete; d'où se pourra conclure immédiatement le théorème 
énoncé plus haut. 

Toute intégrale régulióre de genre » est de la forme 


(48) D, + 0, , logz +..+ 9, (loga)’, 


e 
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les ®, désignant des séries de la forme 


toa 
(49) Dum eye (91,9) 
2-0 


Si l'on convient de regarder les g,, comme des constantes (indépendantes 
de o), on pourra écrire 


ES QVE D; 


ODE 


(50) 9, (log a)" 


Done, désignant la fonction (48) par w et portant cette fonction dans 
l'expression différentielle P(y), nous pouvons écrire 





P(u) = P(®,) + p22) Mn LA 





9p 30” 
ou, ce qui est la méme chose, 
(51) P(u) = P(9,) + 5; P(.) ES = P(0,). 
Nous avons d'ailleurs (cf. la formule (22)): 
(52) P(O,) = E 6, att 
où 
(53) Gin = E(P + Mgmt 23 Aug: 


Soit X un domaine quelconque situé à l'intérieur du domaine de 
convergence des séries (16) et P un domaine fini quelconque dans le 
plan représentatif de la variable o. Il est facile de voir que la série 
du second membre de (52) converge absolument et uniformément quand 
x et p appartiennent respectivement aux domaines X et P; en effet, con- 
sidérons la série suivante . 


(5 4) 2s | h,, Kae ; 


puisqu'on a 
Y | r^ Je 
| h,, Grm | EN 2 | X ma Ger 


360 Helge von Koch. 


cette série convergera tant que la série double 


(55) 222 40 


convergera. Or la série 


lyse | (m z 2) 


est uniformément convergente quand x et p restent à l'intérieur des do- 
maines X et P (voir ma note dans les Acta mathem,, t. 15) et, pour 
toutes les valeurs de x dans X, les quantités 


2| i 
gii | (1-0: 1-9 Pc) 


sont moindres qu'une quantité finie (puisque w est une intégrale de l'équa- 
tion (15). Done la série (55) et, a fortiori, la série (54) convergent 
uniformément dans le domaine considéré; done la série 


2, m(m — 1)..(m — m + 1)4,G, 2" |, 





obtenue en différentiant » fois successives la série (54) par rapport 2 





converge aussi uniformément. Pour des valeurs assez grandes (positives 
ou négatives) de m et pour toutes les valeurs p dans P, la quantité 


|m(m — 1) .. (m — n + 1), | 


reste, en vertu de la définition méme de A, (formule (19)), plus grande 
qu'une certaine quantité positive qui n'est pas nulle. Donc, la série (52) 
converge aussi absolument et uniformément dans le domaine considéré. 

Par conséquent, ayant le droit de différentier terme par terme, nous 
aurons, en désignant par G;,, G;,..., les dérivées de la fonction G,,, 


(prises par rapport à po en considérant toujours les g,,, comme des con- 
stantes) 


FR) — Y [G7 + (4), tz log +. + Gs (log a) art", 


90" Thm 
(a), , (a),, .. désignant les coefficients binómes: 


(a), 22 DE aa. 
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On en obtient: 


P(w) = V+ Y, .logz--..-- V,(logz) 


Lu M Y 0T m—n 
Fz, 2e ’ 


=2 [(v ) G, m + Gs] ep 


v, xm Zl): Cee + (v d I) Tara a5 oe zd (RA atc 


y = zi Go. = GM. . + Cr ana 


Les quantités g,, doivent donc satisfaire à un systéme infini d'équa- 
tion linéaires, à savoir à celui qu'on obtient en égalant à zéro tous les 
coefficients dans chacune des séries (56). 

Ce systéme s'écrit ainsi 


k 
(57) x AU ZI quem Ten — O; (F—0,1,..,v;m——2..4- x) 
a=0 


nous allons le transformer en posant 


I 
D = 5 SS — 

GI us CHE Sim. c l 

bm (2) 
d'ou 
k—a 

(k- a) __ A Gas) A ) 
Ge sd zs 2 (I CE a); HE ae À à 


ce qui, en vertu de la relation 
(v x a) (RE — 0); = (v = k Sis P» (v >= &).—8 a) 


donne au système (57) la forme 


k—# 


k 
2- (o FPE Ze — a), Hes = © 


ou, ce qui revient au méme 


k 


(58) > (y — a). "2 He = ©. (E—0,1,.., v»; m— —c..-- o) 


a=0 
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Pour » — o, ce système devient 


(59) H,, = 0 (m=—..+x) 


c'est-à-dire devient identique au système (30), étudié précédemment. Ce 

systeme ayant, d'après les hypotheses faites, pour p = A r, et seulement 

r, solutions linéairement indépendantes, nous voyons bien que le nombre 

des intégrales régulières de genre zéro appartenant à A est égal à r. 
Pour » — 1, le système (58) se réduit au suivant 


home = ob (m=—»..+=) 
m 3E HH =o P (m=—..+o) 
ou 
m+p 
(69) Esta Ero (m— —p, —p+1, .., —1,0,1,.., +=) 
m+p m+p 
£ , 
(60) Z mia EE 2 ando: (m——p, —941, ., —1,0,1, ., +2) 


Par hypothése, les déterminants Mj, Mí,.., M, , sont tous nuls 
pour p = À tandis que le déterminant 


a a 


(61) | G; 2 One OP) p u La = 
—m—D-H LT, 55, I. es 


ne sévanouit pas. Pour plus de symétrie, désignons les indices a, , a, , .., a, 
par 7,415 425 .., 2,4, respectivement et les indices —p,—p+1,..,—I 
par 5,,, Array, k,,, respectivement, de sorte que le symbole (61) prenne 
la forme 
(61°) p z kd: 
pcc rip 
Le systeme d'équations non-homogenes (60' auxquelles doivent satis- 
faire les g,,, appartient évidemment à la classe considérée au para- 
graphe précédent. D'après les résultats y obtenus, pour que ce système 
ait une solution, il faut et il suffit que chacun des déterminants qu'on 
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obtient en bordant le déterminant (61’) par l'une quelconque des lignes 
i,--%,4, et par la colonne formée par les seconds membres: 


m+p 


, 
ou Z À mà 9 0.2 (a=1, 2,..,7+p) 


des équations (60’), soit égal à zéro. Done, en désignant par AC ce 
que devient le symbole (61’) quand on y remplace l'indice i, par l'indice 
B, nous aurons 


(a.8) . ," 25 
(62) Pope: vu 48.290. =O (a21,2,.., rt-p) 


pour p = R. Or, les quantités g,, devant satisfaire au système (60), il 
faut que l'on ait 


AGP at AT go ks AS, P igen SEED ACE , 


AC? désignant ce que devient le symbole A^? quand on y remplace 
l'indice &, par l'indice A. Les équations (62) prennent donc la forme 
suivante 


2). (CR RR 
(63) Jos, D La Kar Eis sce =F Ion, MM ‚A A X3 — Oo. (a=1,2,..,r+p) 
Pour simplifier ces expressions, remarquons que la somme 
(2,5). 
= AT; Kaas 


multipliée par (— 1)" *, représente la dérivée du déterminant qu'on peut 
définir en supprimant, dans le symbole (61’), l'indice i, et l'indice £,. 
Désignant par S,; ce déterminant (multiplié par (— 1)" *) et par Sj, la 
dérivée de S,; par rapport à o, on peut, par conséquent, écrire les équa- 
tions (63) ainsi: 

S 1o, +... +9,94, = 


(64) Sn +++ + 894, = 


S, pido. AP oo Se S. ro. — 9- 
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Considérons les déterminants qu'on peut former par les éléments de 
la matrice 


y y^ 
IUD Sr, 
(65) : 
af] OF 
Bc dare ps 


Je dis que, parmi ces déterminants, tous ceux de degré supérieur a 
r—r, par rapport aux S’,, sannulent pour p — À, et que, parmi les 
déterminants de degré r — r,, il y a un au moins qui ne sannule pas. 
En effet, on peut démontrer qu'un déterminant quelconque 


m e S 
(66) ; 
CY 
Sea At See 


de degré a, formé par les lignes m,,.., m, et par les colonnes n 
de la matrice 


Be, 


a 


S QE Sir 
(67) 
He S cs 


est (au signe pres) égal à 


. . at 

by fe Up a 

a » M BE el 
"ob es 


Suns, désignant celui des déterminants de l'ensemble M; ,, qu'on peut 
définir en supprimant, dans le symbole (60°), les « indices i,,, dns .., à 
k 
sannulent, puisque, par hypothèse, tous les M/_, s'annulent. Par con- 
séquent, si le déterminant 


mo 


et les a indices k =.) ne Pour p = R, toutes les fonctions S,, 


n, ? 


She MO 5 


mn, > mn, 


(68) san 4 





est différent de zéro pour p = R, le déterminant (66) ne sannulera que 
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d'ordre = pour p = R. Or, chacun des déterminants appartenant à M; , 


sannule d'ordre p, , au moins et, d'aprés la définition du nombre r,, on a 


(69) JU AG DOU im ES 


Donc, tous les déterminants (68) dont le degré à est supérieur à 


r——7,, sannulent pour p — R. Si r=? 


nis 
systeme (64) ar=r 


4; nous voyons donc que le 
, solutions linéairement indépendantes. Bi. fs s n 


on a, en vertu de la définition de r,, 


(70) mern: 


on en conclut que, parmi ceux des déterminants (68) dont le degré « 
est égal à r — r,, il y a au moins un qui ne s'annule pas. Car, si tous 
ces determinants s'annulaient pour p = R, tous les déterminants de l'en- 
semble M; s'annuleraient d'ordre r — r, + 1 au moins. Mais, parmi les 
déterminants J/;, il y a un au moins qui ne s'annule que d'ordre y, au 
plus; done on devait avoir 


PRE rubi 


ce qui est incompatible avec l'égalité (70). 

Done le nombre de solutions linéairement indépendantes du systeme 
(64) est égal à r, exactement. 

Dans le systéme (60), les inconnues 


Io...» Jox, » - + » Dos. 


restent indéterminées puisque tous les déterminants M; , s'annulent et que 


e dud : 
| ne sannule pas. Donc, en vertu du système 


r 


2 3 h 
le déterminant | 
1 


(64), le nombre de ceux des g,, qui restent arbitraires est égal à 7, 
exactement. Donc, dans l'intégrale la plus générale de genre un appar- 


tenant à p = R: 
®, + 0, logx 


le coefficient ®, de logx contient r,, et seulement 7,, constantes arbi- 
traires. Donc le nombre des intégrales régulières de genre inférieur ou 


égal à un et appartenant à À est exactement égal à r + r,. 
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Posant ensuite » — 2 dans le système (58) et procédant d'une ma- 
nicre analogue, on peut démontrer que r +r, + r, est le nombre des 
intégrales régulières de genre inférieur ou égal à deux, appartenant a R; 
et ainsi de suite. 


10. Pour que, à une quantité donnée quelconque R, appartiennent 
z intégrales régulières, il faut done et il suffit que tous les déterminants 
AM, s'annulent d'ordre y pour p = R. 

Cela étant, démontrons que l'exposant R d'une intégrale régulière 
quelconque dépend algébriquement des paramètres a. 


A cet effet, déterminons un 4 suffisamment grand pour que le dé- 
terminant 


es Wea ese co 


—,..,—150;,1,..,q 
soit différent de zéro pour p — R. On voit facilement que le déterminant 
(72) ris cc Ur epo = 
—p , —p—1,..,-—2,—1 
est (au signe prés) égal au produit suivant 
—p-q 


(73) K. U zus» 


K désignant, pour abreger, le déterminant (71). 

Pour quil y ait a intégrales régulieres appartenant à R, il faut que 
le déterminant (72) s'annule d'ordre # au moins; car, dans le cas contraire, 
tous les déterminants M, ne pourraient pas s'annuler d'ordre p. Par con- 
séquent, À doit être une racine d'ordre y pour le produit (73). Or on a 


(74) X-p.0 E k_,(p)f(p), X—»ii = h_» ile) fe =F i), 
f(p) désignant la fonction suivante 
(25) fo) = e. «pip — 1) 5 (o n oF ai 1) dos ue 


et h ,(o) étant lexponentielle définie par la formule (19) (on voit que 
l'équation f(p) = o est identique à l'équation déterminante de M. Tomé); 
done R est racine de l'une au moins des fonctions f(p + i). 
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Soit, dans la suite des fonctions 


f(p) ; fle + 1), fle + 2), .. 


f(p-- À-- 1) la premiere qui sannule pour 9 = R (ce qui revient à 
supposer que, parmi les racines de f(y) congruentes à R, R + À + 1 soit 
celle dont la partie réelle est la plus petite). 

Nous avons vu que les yw intégrales appartenant à R peuvent (si 
elles existent) se représenter par des formules telles que (43), les g étant 
définies par les formules (40). Or, considérons un déterminant quelconque 
de la forme 


(76) Cresc te | 
N ME a 
(s désignant un nombre de la suite 1,2,..,7 et k un nombre de la 


suite O,1,.., + co). En vertu de la définition des nombres y,, le dé- 
terminant 


(77) le se a 

RCA 
est, pour o = R, nul d'ordre y, , et doit conserver cette propriété même 
si l'on y remplace l'une on plusieurs de ses lignes par des lignes quel- 


conques appartenant à la matrice des éléments y,. En particulier, rempla- 
cons dans (77) la ligne ?, successivement par les lignes 


— 9, —p+1,.., —p +); 


nous obtiendrons À + I nouveaux déterminants qui pourront s'écrire sous 


la forme 
SS n NTC | 
Kir i=—p,—p — 
Ed k, 3H bre, k ( 2, —P+1,..,—p+A) 
Donc, les fonctions y,,,, ((=—p,—pti1,..,—p+A) étant par hy- 


pothèse différentes de zéro pour o = À, nous voyons que chacun des 


an Aue, 
(E—0,1, 7,4) 
Kot Eos, yh 


déterminants 
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doit, pour = RH, s'annuler d'ordre p, , au moins. Mais de là on peut 
conclure facilement, en vertu des formules (43) et (40), que toute inté- 
grale réguliére appartenant à À appartient nécessairement à l'exposant 
R+A+1. 

En d'autres termes, l'exposant d'une intégrale régulière quelconque 
satisfait nécessairement à l'équation déterminante 


puto! 


(Il y a évidemment une infinité d'exposants auxquels appartient une 
intégrale régulière quelconque; mais, dans l'énoncé précédent, le mot ex- 
posant se rapporte, bien entendu, à celui dont la partie réelle est la plus 


grande possible.) 


11. Les déterminants M, sont définis dés que l'on connait les in- 
dices du symbole (33’) et ces indices sont déterminés en facon que le 
déterminant (33°) ne s'annule pas pour la valeur considérée R de p. 


Désignant les fonctions M,, rangées dans un ordre quelconque, par 


Fy(p) » Fe), +, Filo), 


nous savons que les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence 
de y intégrales régulières appartenant à R, s'expriment par les relations 


suivantes 
F,(R) — 0, FR) =O) 3 6 6-4 FER) ONE 2) 


Mais il importe d'observer qu'on peut opérer les calculs de telle 
maniére que ces relations expriment les conditions dont il s'agit non seule- 
ment pour une valeur donnée de A, mais aussi pour des valeurs quel- 
conques de À situées à l'intérieur d'un domaine fini C, fixé arbitrairement 
à l'avance. 

Zn effet, la série 22,3, zyx (i Z Kk) étant uniformément convergente 
par rapport à p à l'interieur de tout domaine fini, il est clair, d'apres 
les formules (2’) et (2”) du paragraphe précédent, qu'on peut déterminer 
les nombres »,«,: et x de telle manière que le déterminant (33') reste 
différent de zéro pour des valeurs quelconques de 9 à l'intérieur d'un 


domaine fini, arbitrairement fixé à l'avance. 
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Or on trouve facilement un domaine fini C à l'intérieur duquel 
doit se trouver la quantité R. Car, d'après ce que nous avons vu, R 
doit satisfaire à l'équation déterminante f(p) = o. 

Pour notre but, il suffit done de choisir le domaine C de telle 
maniere que son contour limite embrasse toutes les # — 5 racines de 
l'équation f(p) — o. 

Ceci dit, nous avons le théoreme suivant: 


Si l'équation (15) a des intégrales régulières, les exposants auxquels 
appartiennent ces intégrales sont racines de l'équation déterminante f(p) = o. 

Pour que, à une racine quelconque R de l'équation déterminante, appar- 
tiennent un nombre donné pn d'intégrales régulières, il faut et il suffit que 
chacune: des fonctions M,: 


F,(p) , F,(p) , ..; F,(p) 


(déterminées comme il a été expliqué plus haut) sannule, pour p = R, de 
l'ordre p. 


12. Comme on sait, la premiere partie de ce théorème avait été 
trouvée auparavant par M. Tome, par une methode entièrement différente. 
M. THowÉ a démontré aussi que le nombre des intégrales régulières de 
l'équation (15) ne peut être plus grand que le degré de l'équation de- 
terminante. Il est facile de voir que ce résultat découle comme corollaire 
des considérations précédentes. 

En effet, soit A, une racine quelconque de l'équation déterminante 
et s le nombre de celles des racines (comptées avec leurs ordres de 
multiplicité) de cette équation qui sont congruentes à R, mais dont les 
parties réelles sont égales ou supérieurs à celle de Zi. 

Choisissons q assez grand pour que le déterminant (71) soit, pour 
p=R,, 
facteur qui ne s'annule pas pour o = R,) est, comme nous avons vu, 


différent de zéro. Le déterminant (72) (divisé par un certain 


égal au produit 

f(p)f(p + 1)..f(p + q: 
pour p = À, ce produit ne peut devenir nul d'un ordre supérieur à s; 
done, parmi les déterminants M,, il y a un au moins qui ne devient 
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pas nul d'un ordre supérieur à s. Done, en vertu du théoréme énoncé, 
le nombre des intégrales régulières appartenant à À, est au plus égal à s. 

En particulier, dans un groupe quelconque de racines congruentes, 
désignons par A celle dont la partie réelle est la plus petite, et par s 
le nombre des racines appartenant au groupe. Une intégrale régulière 
appartenant à une racine quelconque congruente à À peut évidemment 
étre considérée comme appartenant à ZA; donc, le nombre des intégrales 
régulières appartenant à A étant, au plus, égal à s, il est bien clair que 
le nombre total des intégrales réguliéres de l'équation (15) est, au plus, 
égal au degré x— de l'équation déterminante, ce qu'il fallait démontrer. 

Pour que toutes les » intégrales de l'équation (15) soient régulières, 


il faut done que l'on ait 
gu 


ce qui démontre le théorème de M. Fucus. Dans le mémoire cité (n? 26) 
nous avons vu comment la réciproque de ce théorème, due également à 
M. Fucus, peut se démontrer à l'aide de la théorie des déterminants 


infinis. 


13. Par le théorème que nous venons d'obtenir, le probléme de 
reconnaitre combien d'intégrales régulières possède une équation linéaire 
donnée, se ramene au probléme de déterminer de quel ordre deviennent 
nulles les fonctions M, pour chacune des racines de l'équation determi- 
nante f(p) — o. 

Les fonctions M, de , sont des fonctions de p et des paramètres 
a, que l'on peut toujours trouver, aprés une suite d'opérations arithmé- 
tiques, dés qu'on se donne les valeurs numériques (réelles ou complexes) 
de ces paramètres. Designons ces fonctions par 


(78) Fi(p, a), Fo, a),.., Fı(p, a) 


et convenons de les appeler les fonctions déterminantes. En vertu de la 
méthode employée, il est clair que, aprés avoir donné des valeurs fixes 
aux paramètres 4, on peut trouver une infinité de fonctions qui peuvent 
jouer le róle de fonctions déterminantes. 

En opérant d'une manière convenable, on peut déterminer les fonc: 
tions (78) de telle maniére que ces fonctions jouent le róle de fonctions 
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déterminantes, non seulement pour un systéme de valeurs fixes des pa- 
rametres a, mais pour tout systéme de valeurs de ces paramètres situées 
à l'intérieur d'un domaine 4° que nous allons définir. 
En effet, soit a’, un systeme quelconque de valeurs positives des 
paramètres 4,, tel que les séries 
+ 


(79) 2r ae, x? (r=2,3,..,n) 


= —r— pr 


1 


aient un domaine de convergence commun X. Pour tout systeme de 


valeurs des 4, vérifiant les conditions 
(80) | ra | ES da (A9 —r— pr ,-., +0 ;r—2,8, .., n) 


les séries 


qui représentent les coefficients P(x) de l'équation proposée, convergeront 
aussi dans le domaine X. Par définition, les nombres 


— 2-9, 3 Dass OP, 


sont les exposants des puissances de x par lesquelles commencent les dé- 
veloppements (16), p désigne le plus grand des nombres 


P(= 0) , Ps , P; > ery 715 


et p, le premier de ces nombres qui atteint la valeur p. Donnons des 
valeurs fixes à ces nombres et désignons l'équation différentielle (15), 
correspondant à un systeme quelconque a,, de valeurs des parametres, par 


Blysia) —o: 


Dans l'équation déterminante de cette équation, le premier membre (p) 
est un polynôme de degré » — s où le coefficient de o"* est égal a 


4, , , €t les autres coefficients égaux à certains autres des paramètres 





* Sans restreindre la généralité du probléme, nous pouvons toujours supposer que 


le point z — I se trouve à l'intérieur de X (cf. la note à la page 347). 
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a. Par conséquent, si l'on assujettit le paramètre a, , , à rester, en 
valeur absolue, supérieur à une quantité positive (non nulle) quelconque: 
(80°) 120 
et les autres paramètres 4, à remplir les conditions (80), on pourra 
assigner une limite supérieure AR” aux valeurs absolues des racines de 
l'équation déterminante. Pour abréger, désignons par T le domaine défini 
par les conditions (80) et (80). 

Considérant 9 et les a,, comme des variables indépendantes, on voit 
sans difficulté que la série 


(81) >, | Lama | (mh) - 
converge uniformément quand p se trouve dans le domaine 
(82) lol € R* 


et les a,, dans le domaine 7. 

Done, en vertu de la formule (2^ du paragraphe précédent, on peut, 
par une suite d'opérations arithmétiques, déterminer un déterminant (33) 
qui reste différent de zéro tant que p et les a,, remplissent les conditions 
précédentes. Ce déterminant reste, par conséquent, différent de zéro pour 
chacune des racines de l'équation déterminante, pourvu que les « se 
trouvent dans le domaine 7. Par conséquent les déterminants M,, définis, 
comme il a été expliqué, par les indices du symbole (33), jouent le rôle 
de fonctions déterminantes pour l'équation différentielle P(y; a) = 0, a 
désignant un systeme quelconque de valeurs dans le domaine T. Le 
théoréme est donc démontré. 

Si l'on veut considérer les paramètres «,, comme absolument libres 
à se mouvoir dans toute l'étendue du plan, on peut encore trouver des 
fonctions qui jouent le rôle de fonctions déterminantes pour l'équation 
P(y; 4) = 0, pour tout systeme de valeurs des 4,, qui donnent aux series 
(16) un domaine de convergence commun. En effet, désignons par M, 
l'ensemble des déterminants qu'on peut définir en supprimant successivement 
dans la matrice (31), p quelconques des lignes. On voit sans peine que, 
R désignant une racine quelconque de l'équation déterminante, pour que 
l'équation. P(y; a) — o ait jy intégrales appartenant à R, il faut et il 
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suffit que toutes les fonctions M, sannulent, pour o = R, d'ordre a au 
moins. Mais, le nombre des déterminants M, étant infiniment grand 
(excepté dans le cas régulier de M. Fucus), on voit que le nombre des 
fonctions déterminantes augmente, dans ce cas, au delà de toute limite. 


14. Supposons done que les fonctions (78) jouent le rôle de fonc- 
tions déterminantes pour l'équation différentielle P(y; a) = o tant que 
les paramètres a ont des valeurs à l'intérieur de T. Ces fonctions sont 
entières et transcendantes par rapport à 9 et ont pour coefficients des 
fonctions, généralement transcendantes, des 4. Il ne semble done pas 
que lon peut, dans le cas le plus général, décider, par un nombre fini 
d'opérations arithmetiques, si l'équation différentielle P(y; a) — o a des 
intégrales régulières ou non. 

Mais nous allons montrer que l’on peut former une suite de relations 
algébriques entre les a, qui expriment des conditions suffisantes pour 
l'existence d’un nombre donné d'intégrales et qui s'approchent autant que 
lon voudra des relations nécessaires et suffisantes précédemment obtenues. 

En effet, les fonctions (78) ne sont autre chose que ceux des dé- 


( 5 toe Tu 
Sj) oo Sl 


dont les indices 7, .. 7, appartiennent a la suite des nombres 


terminants 


(83) 


(84) | EN EC PT Laois > a GE 


Soit m’ le plus grand des nombres (84) et désignons par m un entier 
queleonque plus grand que m'. Formons le déterminant suivant 


X—»9 ** L—pm+p | 
(85) 





= + 
AZ n.0 s X m.mp 


(ou les éléments au dessus de la diagonale sont tous nuls, d'apres les 
hypothèses faites). 
219. 2 0j COURS des nombres 


Soient 24310 


(86) —p,—pti,..,—1,0,1,..,m 
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qui nappartiennent pas à la suite 7,,7,,..,7,. D'après le théorème 
de LAPLACE, étendu aux déterminants infinis de la forme normale, le 
déterminant (83) s'écrira comme une fonction linéaire par rapport aux 


déterminants 


AE P4 


(87) 
Moss, Cal) Konen 
OÙ £,.. £, désigne successivement toute combinaison de m nombres diffe- 


rents de la suite 
(88) 0, 1 555.5 M ED: 


Par conséquent, si ces déterminants sont tous, pour une valeur donnée 
R de p, nuls d'un ordre y, il en sera de méme du déterminant (83). 

Done, pour que chacune des fonctions (83) s'annule d'ordre p au 
moins pour p = R, il suffit que o = À soit une racine d'ordre de multi- 
plicité y pour chacun de ceux des mineurs de (85) que l'on obtient en 
supprimant dans (85) p quelconques des lignes (84) et p quelconques 
des colonnes (88). 

Le nombre des déterminants (87) (9, .. 0, désignant successivement 
toute combinaison de m + 1 nombres différents de la suite (86) et ¢,..¢ 


Tan 


toute ‘combinaison de m + 1 nombres différents de. la suite (88)) étant 


(m + p + 1)(m + p)..(p + 1)\? 
| lov + I | Y 





il semble, au premier abord, que le nombre des relations qui expriment 
les conditions suffisantes cherchées, dépend de m et augmente avec m au 
delà de toute limite. 

Mais il est facile de voir que, les paramètres a restant à l'intérieur 
du domaine 7 et m étant suffisamment grand, le nombre des relations 
indépendantes que lon obtient, reste fini et indépendant de ». En effet, 
solent 7 et 7’ deux quantités positives assujetties à la seule condition 


9-cty«i 
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d’après ce que nous savons, on peut déterminer un #, tel que l'inégalité 


MH. T (OM We 
(89) ; ass < 7 
—p..—1 O..m 


ait lieu pour toutes les valeurs de p à l'intérieur du domaine défini par 
(82) et pour toutes les valeurs des 4 à l'intérieur du domaine T. Or, 
désignant par m un entier quelconque supérieur à m, et convenant de 
représenter par 


(90) Cae si 


War: di © go We 


le déterminant fini qu’on obtient en supprimant, dans le déterminant 
infini: 


—p..—1 O..m, 
(91) (nr: E 
—p..—1 O..m 


\ 


toutes les lignes et toutes les colonnes numérotées 


mtı,m+2,..,+%, 


nous savons que le determinant (90), pour des valeurs croissantes de m, 
tend uniformément vers la limite (91) quand p et les a restent à l'in- 
térieur du domaine considéré. Par conséquent, on peut prendre m, assez 
grand pour que lon ait dans ce domaine 


—p..n, — lcu : 
( ree | | <y' dès que m 7 m, 


| QE ss Un; =) so Ut 


1/ m | 


d'où, en vertu de (89), 


—p..-—1 O..Wm x 
—1| «7-4 x' dés que m 2 m,. 
Wc DISC ISTE — E PU fee oc = 


1/ m 


Le déterminant (90) reste done (pourvu que m 7 m,) différent de zéro 
pour toute valeur que peut prendre chacune des racines de l'équation 
déterminante /(p) = o quand les paramètres a se meuvent d'une manière 
quelconque à l'intérieur de leur domaine T. 
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Or, désignant d'une maniere générale par 


[4 ET 
(92) | 
ARTS 





m 


celui des mineurs d'ordre » du déterminant (85) qu'on obtient en rempla- 
cant dans (85) chacun des éléments x,,,..,x,, par l'unité et tout autre 
élément des lignes  ..4, (ou des colonnes x, .. x) par zéro, on voit que 
le déterminant (90) est (au signe prés) identique au mineur 


am om Ur) 


(93) | m + 1 Na I) Oo. Uf 





Ce déterminant reste done différent de zéro pour les valeurs de p 
qui nous intéresse; pour que les déterminants (87), qui ne sont autres 
que les mineurs d'ordre p du déterminant (85), s'annulent tous, pour une 
valeur donnée R dans le domaine (82), d'un ordre déterminé p, il faut 
done et il suffit que R soit une racine d'ordre y pour chacun de ceux 
des mineurs d'ordre p du déterminant (85), que l'on peut définir en 
supprimant, dans le symbole (93), m, + 1 quelconques des indices su- 
périeurs: 


— "5 o5 55 105 On c eo dh 


et m, + 1 quelconques des indices inférieurs: 


m1 15 M EDEN 0%: mr 


Le nombre de ces déterminants qui, avec les notations adoptées, se re- 


yresentent par les symboles: 
I ) 


1 
| nh oe in (d =—p,., —À 10e P) 


Bie Sp =M+1,..,M+P, 9, 2 my 


(94) 


étant égal a 
ee Jm, #9) = = (pF tV" 
Y m, + 1 


, 


M 


ne dépend done pas de m (pourvu que m > m). 


Si m <m,, nous confiendrons d'attribuer au symbole (94) la valeur 
zéro toutes les fois que l'un ou plusieurs des indices 7, .. 7, seront supé- 
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rieurs à m ou que l'un ou plusieurs des indices f, .. A, seront supérieurs 
à m + p. r 

Alors nous voyons que, m désignant un entier positif (ou nul) quel- 
conque, pour que les fonctions déterminantes (83) s'annulent toûtes d'ordre 
p pour p = R, il suffit que les déterminants (94) sannulent tous d'ordre 
pour dp Re. 

Ces conditions sont algébriques par rapport aux paramètres 2,,; en 
effet, désignons par f(p) = f,(p) la fonction A ,,, par f,(p) la fonction 
¢(p) et par f,.,,() la fonction A, , nous aurons, en vertu des formules (20), 


(95) hit = fox: (0 == k) h.(p), 


i désignant un indice quelconque de la suite —p..+ oo et k un indice 
quelconque de la suite o..-- co. Au lieu du déterminant (85) nous 
considérerons done le déterminant suivant 


| f. (o) 


(96) fas (ouo id) 


ttl) caca + 1) AP (0 =} p + m) 


qui n'en differe que par le facteur exponentiel 


h_,(o)h_psi(p) - - ln(p)s 


et nous designerons, d’une maniere generale, par les symboles 


|: 
| 


€ 


(97) ER 
a 


| |l 
Ula <a] 


les mineurs d'ordre » de ce déterminant. Ces mineurs ne différant des 


, 


mineurs correspondants (92) que par certains facteurs exponentiels, le 
résultat obtenu peut s'énoncer de cette manicre: 

Soit (15) une équation linéaire donnée; considérons un domaine T 
(tel quil a été défini plus haut) à l'intérieur duquel sont assujettis à 
rester les paramétres a de cette équation, et déterminons le nombre entier 
», correspondant; soit enfin # un nombre entier (positif ou nul) quel- 
conque. 


Acta mathematica. 15. Imprimé le 15 octobre 1894. 48 


ee) 
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Pour que l'équation (15) admette p intégrales régulières appartenant à 
une racine quelconque R de l'équation déterminante f(p) = o, il suffit que 
toutes les fonctions 


(98) Hrs .. Y» | (a #= Ts cd TEL 


I -- dp =m+1,..,.m+p,0,.., my 
BE 


sannulent, pour o = R, d'un ordre au moins é à Hu. 
lent, pour p = R, d'un ordre au moins égal à p 


Comme on voit immédiatement, la fonction 


(99) 


ne rl 
IA, = Bella 

est une fonction entière rationnelle de degré (m + ı)n au plus par rap- 
port à p dont les coefficients sont des fonctions entières rationnelles, à 
coefficients entiers, et de degré m + 1 au plus, par rapport aux para- 
metres suivants: 


(100) DR A Ke rst cO AILES ES (i— — p, .., —1, 0, .., m) 


Done, si l'on se donne un entier positif m, une racine quelconque R 
de l'équation déterminante et les valeurs numériques des (» — 1)(m 4- p+ 1) 
paramétres (100), on peut, par les méthodes ordinaires de l'algébre, dé- 
terminer de quel ordre s'annule chacune des fonctions (98); et l'on peut 
par conséquent, aprés une suite d'opérations arithmétiques, décider si les 
conditions dont il s'agit, sont ou ne sont pas vérifiées. 

Démontrons maintenant que, quand m croit indéfiniment, les fonc- 
tions (98), multipliées par des facteurs exponentiels convenables, tendent 
indéfiniment vers les fonctions déterminantes de l'équation (15); autre- 
ment dit, démontrons que les conditions suffisantes (correspondant à l'indice 
m), qui expriment l'existence d'un nombre donné d'intégrales réguliéres, 
sapprochent (pour des valeurs croissantes de m) autant que l'on veut des 
conditions nécessaires et suffisantes précédemment trouvées. 

En effet, le déterminant (91) étant différent de zéro pour les valeurs 
de p et des paramètres qui nous intéressent, nous pouvons donner aux 
indices qui définissent le déterminant (33^, les valeurs suivantes: 


y —m, + 1; PEN ear 


Q00,4-—1,..,475 0A , 


2 


Co 
a 
© 
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Les fonctions déterminantes sont done les déterminants suivants: 


fer at Moss 
(101) ( I (1 --7p=—P, --» —1, 0, .., my) 


—D..— 


et les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de p intégrales 

régulières appartenant à A s'expriment en écrivant que les fonctions (101), 

ainsi que leurs dérivées jusqu'à l'ordre ze — 1, s'annulent pour p = R. 
Désignant par 


(102) ( een ) 
Zr ee | 3% 


le determinant fini auquel se reduit le determinant infini ! u 
: —p.. —1, 


quand on supprime toutes les lignes et toutes les colonnes numérotées 
e 


m+ı,m+2,..+%©, 


on obtient facilement la relation suivante: 
Jae eS fa) zl Its 29 qm 

“ae S SL URP us E 

==] 3's) = I |m + 1 .. m+ pil, 


Le premier membre de cette égalité tendant uniformément, quand m croit 


[fii mem: EN fs 


indéfiniment, vers la valeur ( ‚il en sera de méme du second 


O— p.d 
membre. Il est donc démontré que les déterminants 


| He quan Ut 
(104) : 

Lm + 1 n + p|],, 
multipliés par des exponentielles convenables, tendent respectivement 
vers les fonctions déterminantes (101). Il reste à démontrer que chacun 
des autres déterminants (98), multiplié par un certain facteur exponentiel, 
‘tend vers zéro. En effet, chaque déterminant de la forme 
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où f, ..f, nest pas une permutation des nombres m + 1,..,m d$ 
contient, suivant les cas, une ou plusieurs des colonnes m 1,..,m-F p. 


Done, si l'on désigne par a, la somme suivante 


(105) WI aa Sr 2 





Li 
(pi =F oT) 2, 
et par v, la somme des valeurs absolues des Bp 9 éléments 
X m—p1.m41 , 
X m—p+2.m+1 > Lm—p+2.m+29 
X m.m > X m.m+2 24 27 X m.m+p 
on aura 
m 
las 3t i»! 
Riesa Engl MINCE S 
IA = - Rs = 





Le produit Il(i + x) étant uniformément convergent dans le domaine 
considéré et la quantité v, tendant uniformément vers zéro quand m croit 
indéfiniment, notre assertion se trouve, par consequent, justifiée. 


15. Avant d'aller plus loin, nous allons appliquer ce qui précède 
à un exemple. Considérons l'équation suivante 

d*y a, a, a,\ d*y b, b, b,\ dy / €, 61 C, iB 
(I) TEN ee) t(S-LEXEGERATA.-o 


er) de? da 








les a,b,c désignant des coefficients constants. 
Ici nous avons p= 1, o = 2 et 


f(p) = p(p— 1)a, + pb, + 6, 
fe) = pe — 1)(o — 2Yp — 3) + p(o— 1)a + pb, +4, 
fo) = p(p — 1)a, + pb, + e; 


pour un indice m > 2, la fonction f,(p) est nulle identiquement. Suppo- 
sons que les relations suivantes aient lieu entre les paramètres | 


(II) b, = — 24,, b, = —e 


0 €, = 2a 


1? 0 0° 


Il s'ensuit que les fonctions f,(p), f,(p + 1) et f,(p) ont une racine com- 
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mune: o — 1. Pour p = 1, tous les mineurs d'ordre p = 1 du déter- 
minant (96) s'annulent puisque, dans chacun d'eux, il y a une ligne au 
moins dont tous les éléments s'annulent. Par conséquent, l'équation pro- 
posée admet, au moins, une intégrale régulière appartenant à l'exposant 
a 12 Solb 
gCcH N + gu + .. 

cette intégrale. Pour trouver les valeurs des coefficients g, il faudra 
considérer le système d'équations (30). La fonction f,(~) ayant les deux 
racines 9 = I et p = 2, reste différente de zéro pour toute autre valeur 


H 


de p. Les équations 
re) + fi(2)8, + f(3)9, = 9; 
LD ERG) ra — ©, 


permettent donc, d'exprimer 4,,4,,.. en fonction linéaire et homogene 
par rapport a g, et g,. 
Tous ceux des mineurs d'ordre 1 de la matrice 


Y-1.0 
Koo » Zor , 


Lio tly 1551 X35 


qu'on obtient en supprimant l'une quelconque des colonnes et deux quel- 


conques des lignes 1,2,3,.., sannulent pour p = t; il en est de méme 
de ceux qu'on obtient en supprimant, dans la matrice précédente, l'une 
quelconque des colonnes, l'une quelconque des deux lignes — 1, 0 et 
lune quelconque des lignes 1,2, 3,..; de plus, il existe un à tel que le 


—'t- 0% 


mineur du second ordre ( ) ne sannule pas pour p — 1r. Par 


—1 O I 
conséquent, pour que tous les mineurs d'ordre 1 s'annulent pour p — 1, il 
faut et il suffit que les deux mineurs 


an) ER wen) 


sannulent pour p = 1. 
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Cette condition sera vérifiée si l'on suppose, par exemple, que les 
PI 3 » q 
fonctions f(0 I N 2),f,(o+ 1), f.(o + 2) s’annulent aussi pour 
1M 79 1M ) 2 p 2 £ 
p — 1; ceci exige que lon ait, outre les relations (II) les conditions 
suivantes: 


a, = b, = 0, b= — 4a,, €, = 6a,. 


Si cette condition est vérifiée, nous savons, d'aprés les résultats pré- 
cédents, que le systéme linéaire auquel doivent satisfaire les g, admettra 
deux solutions linéairement indépendantes. Ce sont les deux inconnues 
9, et g, qui resteront arbitraires. L’équation proposée admettra done, 
dans ce cas, deux intégrales régulières et linéairement indépendantes. 

Si nous supposons, au contraire, que l'un au moins des déterminants 
(III) soit différent de zéro pour p — 1, il y aura une relation linéaire 
entre g, et g, à savoir: 


et l'équation. proposée n'admettra qu'une seule intégrale régulière. 
Supposons, en particulier, que o = 1 soit le seul nombre entier et 
positif qui vérifie l'équation 


Le terme initial 


(IV) in BO os 


; ; " FO) OmU j 
du développement du déterminant sera alors différent de zéro 
— ] oO ~ 
pour o — 1; les autres termes peuvent, comme nous savons, être or- 
donnés selon les puissances croissantes des parametres et s’annulent tous 
quand on a 


Par conséquent, si 4,,5,,c, ont des valeurs absolues inférieures à un 
| 2? 2? 2 
certain nombre positif (qu'on peut calculer facilement en remarquant que 
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la différence entre le déterminant ( ) et le terme (IV) est, en 
—1 0 


valeur absolue, inférieure ou égale à la différence entre le produit 
118024 Nit ) 


—1 O 
et la valeur absolue du méme terme), le déterminant ) reste, 
—1 O 


pour o = 1, différent de zéro. En d'autres termes, si a,, 5, , c, sont 
suffisamment petits en valeur absolue, l'équation considérée n'admettra 
qu'une seule intégrale réguliére. 

La suite de critéres algébriques que nous avons formée au n? 14 
n'est pas la seule dont on pourrait se servir. Considérons, par exemple, 
le cas oü les coefficients de l'équation considérée (15) sont des fonctions ra- 
tionnelles de x ayant pour seules singularités les points =o et x = co. 
Dans ce cas, les développements (16) ne contiennent qu'un nombre fini 
de termes; il existe donc, d’après la définition des fonctions f, (p) (cf. 
formule (95)) un entier positif g tel que la fonction f,(p) est nulle iden- 
tiquement dés que l'indice m q. Dans chaque colonne d'un détermi- 
nant quelconque de la forme (83), tous les éléments, sauf g + 1 d'entre 
eux, sont, par suite, nuls identiquement. Fixons arbitrairement un entier 
positif m et considérons la matrice partielle formée par m quelconques des 
colonnes de la matrice des éléments 7,. Puisque toutes ces colonnes ap- 
partiennent à chacun des déterminants (83), nous voyons que, si tous les 
déterminants de degré m qu'on peut former par m lignes de la matrice 
partielle considérée, s'annulent d'un ordre » pour une valeur donnée R de 
p. il en sera de méme de tous les déterminants (83) et l'équation (15) 
admettra, par suite, y intégrales régulieres appartenant ig MARINO, 
d'aprés ce qui a été dit plus haut, le nombre des déterminants qu'on peut 
former au moyen de la matrice dont il s'agit sont, si on laisse de cóté tous 
ceux qui sont nuls identiquement, en nombre nécessairement limité. Par 
là nous avons done une méthode de former (et cela d'une infinité de 
maniéres) une suite indéfinie de critères algébriques pour décider si l'équa- 
tion considérée admet des intégrales régulières. Prenant, par exemple, 
m — on voit que, si les g + 1 fonctions 


f,() ; f,(p) hae f,(p) 
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s'annulent toutes d'ordre y pour p = R, l'équation proposée admettra p 
intégrales régulières. Supposons, en second lieu, m = 2 et considérons 


la matrice 


foo) » (ep) Cp) 
Re d 1) fao t ns fie +1). 


D'après ce que nous avons vu, si chacun des déterminants 


f.) fs(e) | 
fa1(0 +1) fs + 1) | 


(a, 8=0,1,..,q) 


(ou Von convient de remplacer la fonction f, ,(o + 1) par zéro quand 
4 — O) sannule d'ordre » pour o — H, l'équation considérée admettra 
encore p, intégrales régulières. N 

Plus généralement, si tous les déterminants de degré m de la matrice 


formée par les m lignes suivantes 


f.p) , fi Co) BE) f Co) 
Aa) nts fes Cons os naa. ics 


fi (p A- m—1), .., fo d- m — 1) 


sannulent d'ordre » pour o = R, l'équation donnée admettra y inté- 
grales régulières appartenant à o — R. Nous pouvons ajouter que ces 
intéerales sont, en général, réguliéres non seulement dans le voisinage de 
rz — o mais aussi dans le voisinage de x = oo. Car on voit sans diffi- 
culté que les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de p 


intéerales de la forme 
z^(F, + F logx + F, (log x)? + ..) 


où les 7 désignent des polynómes entiers de degré m au plus par rapport 
à ©, sexpriment en disant que tous les déterminants dont il s'agit s'an- 


nulent d'ordre p pour p = A. 
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Pour en avoir une application tres simple, considérons l'équation du 
troisième ordre: 


d*y 





da? 


D ne a ee 


avec la condition a, + o. 
Ici nous avons 


fp) = pa, +; he) Pe 1)(0 — 2) + pa, + 4,, 
fe) = pa, + 4,. 
Done, pour que les trois fonctions fj(p), f,(p) , f,(p) possèdent une racine 


commune, il suffit que l'on ait 


b, = — 74%; b, = — ya 


2? 


7 désignant l'une quelconque des racines de l'équation 


fi(e) = o. 


Par conséquent, l'équation 


+ la) (+ Ze) 


dz dz 





a certainement une intégrale régulière ' quelles que soient les valeurs des 


arametres q, a, et b, (il convient d'ajouter que cette intégrale ré- 
1 J q g 


a, 2 
guliere est ji senle qui existe puisque l'équation déterminante f,() = © 
est du premier degré). 

Appliquons maintenant à la méme équation le second des criteres 
dont nous venons de parler plus haut. Tous les déterminants du second 


degré de la matrice 


fe) » f. (o) » fo) 
f.p zia 1) , f. (o ne f (p zl 1) 


DE. ; > he 
devant s'annuler pour p = —-—, il est nécessaire de distinguer deux cas: 
a 








' A savoir la fonction 47. 
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Ou bien la fonction f,(o+ 1) ne s'annule pas pour cette valeur de p: 
alors on voit que f(») et f,(#) doivent être nuls, ce qui nous ramène 


au cas déjà traité. Ou bien la fonction s'annule pour p = — ^; la 


seule équation qui reste à vérifier est alors 


| fo (o +1), fi (o + 1) | 
fie) » fs (p) | 


= o. 
Or, quand f,(») =o et f,(o+1)=0 on a fy (p + 1) = a, et f,(p) = — a, 


de sorte que l'équation précédente peut s'écrire 


f (of (o + 1) + qa, = o. 


Désignant par # l’une quelconque des racines de cette équation, nous 
voyons donc que l'équation 











d’y en ON GJ] ns ne 
dz? Ir (s zb x? == =) Ju — 4 x 3 2 “y 


dæ \ æ æ gu j 
a toujours une intégrale réguliére, quelles que soient les valeurs des 
paramètres a,,a,,a, et b, (cette intégrale a d'ailleurs la forme simple 
p FCP) s 


PUMA 


zy ainsi qu'on le vérifie directement). 
AC 


16. Nous venons de trouver (n° 


14) une suite indéfinie de critères 
pour l'existence d'intégrales régulières. Proposons-nous maintenant de 
trouver une suite correspondante de critères pour la non-existence de ces 
intégrales. 


Il est clair qu'on peut former une suite indéfinie de nombres positifs 


765 Does mo ++ 


ayant pour limite zéro et satisfaisant aux conditions suivantes: 


^ ^ \ 
(106) pn RER )-( En NS ) en; 
—p..—1 —d..—ı 26 


\ 
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c'est ce qu'on voit immédiatement en partant de la formule 


fon) + Tr )-(5 1 ) £3 ce 9 — How 


—p..—1 —Jp..—1 


où les «; sont définis par la formule (105). Pour trouver une expression 

de y, en fonction de l'indice m, désignons par K une quantité positive 
Ym ? D P P 

plus grande que le produit 


(108) Io + u,) 


tant que p et les « restent dans leurs domaines respectifs R° et T; le 
second membre de (107) sera moindre que 


y +2 


(109) K( IE G du) — 1) 


c 


et, dés que m sera assez grand pour que la somme 2 w,— 5, soit in- 


i-m-4l 


férieure à lunité, la quantité (109) sera évidemment inférieure à 


CY - 
7 5 m 


gw um 


L'élément 7;; (i étant un indice quelconque non nul) peut, en vertu 
de la formule 





{ 0 0 -— 0 0,\ CERE / 0—pN — À 
s. = (qp BG qq SE e mug ere : 
PRAM sb a DET RES 
sécrire sous la forme 
Ai 
Kii m— Ho iz ? 


A, désignant une quantité qui, pour toutes les valeurs de l'indice i et 
pour toutes les valeurs de p et des à à l'intérieur des domaines A’ et T, 
reste inférieure en valeur absolue à une quantité positive 4. Un élément 
4x dont les indices à et k sont différents, peut s'écrire sous la forme 


Ya = hoi — Hh? + Di — E07 +. + BA), 
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[(i—k],, [i —*],,.-, [i — A], désignant certaines fonctions linéaires et 
homogènes par rapport aux » — I paramètres suivants 

(I 10) Q3 i—i—2 » Üa—k—3 » * + > Ani—kn 


dont les coefficients sont des fonctions entiéres rationnelles, à coefficients 
entiers, de la quantité p + & — i. On voit immédiatement que chacune 
des séries 





Epl s Ep. 





est convergente et reste inférieure à une quantité finie tant que p reste 
dans le domaine A" et les a dans le domaine T. Par conséquent, on 
peut calculer des quantités positives U,, U,,.., U, telles que la série 


T9 i+p 
Zr 15 
i=m+1k=1 X | = 
reste inférieure a 
T I +» I To 1 
LY envy ste + Ya 
i=m+1 i=m+1 i=m+l 


Cette dernière quantité est inférieure à 


I 





SU iU +. + 





2m! m — I TE 2 
puisque l'on a 
+» 
To a? 
by I dz I LOMA 
i=m+1 c 
m 
nous pouvons donc écrire 
q I U. I I r 
Omi m TI hc. cA n* 


Fixons arbitrairement une quantité e < 1 et déterminons un m’ tel que 
S, reste inférieur à e dés que m > m’; posons enfin 
K K K 


Jade EV pf a e . Er = 
(U,) — V; usu d "hg CETTE jj 0» = Pair 











VEM, 
vd fid Saar os ty —— 
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Il est clair que nous pouvons poser, dans la formule (106) 
(111) 7, = O(m) dés que m > m'; 


pour une valeur m — m’, nous conviendrons d'attribuer au symbole 6(u) 
une valeur quelconque 7, vérifiant la condition (106). 

Pour que l'équation (15) posséde ume intégrale réguliére appartenant 
à o = It, il faut et il suffit que tous les déterminants (101) s'annulent 
pour o = R. Donc, en vertu de (106) et (103) il faut avoir 


Pc dr 


< Ilm pour 9 = R, 
eee cornus p is IET “arg x 


(112) | 

| 
quelque grand que soit m. Si on a au contraire, pour une combinaison 
particulière 7, .. 7, de p nombres de la suite 


(113) —p5,.-,—150,..,1N; 


l'inégalité suivante: 


Roe ae ie | 


| > (m) 
M + 1 .. m + p|..| 


(114) | 

| 
l'équation (15) ne peut avoir aucune intégrale régulière appartenant à 
p — R. Nous obtenons donc la règle suivante: 

Soit (15) une équation linéaire donnée; considérons un domaine T, 
défini par (80) et (80), à l'intérieur duquel sont assujettis à rester les 
paramètres à de cette équation et déterminons le nombre entier m, cor- 
respondant; soit enfin m un nombre entier (positif ou nul) quelconque. 


Pour que l'équation (15) m'admette aucune intégrale régulière appartenant 
à une racine donnée R de l'équation déterminante, il suffit que l'inégalité 
(112) soit vérifiée pour o = R et pour une combinaison p, .. y, «u moins 
de p nombres de la suite (113). 

Si l'on choisit » assez grand, ces conditions suffisantes pour la non- 
existence d'intégrales régulières s'approchent autant que l'on veut des 
conditions nécessaires et suffisantes. 
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Supposons, en effet, que l'inégalité ou l'égalité (112), ait lieu 
quelque grand que soit m, pour une valeur donnée o=R et pour toute 
combinaison 7, ..7, de p nombres de la suite (113); quand m croitra 


re : lattes aut 
indéfiniment, le premier membre de (112) tendra ves ( ; à 
—pD is: —I 


et 


le second vers zéro. En d'autres termes, tous les déterminants (101) s'an- 
nulent pour oa = A; par conséquent, l'équation (15) possede au moins 
une intégrale régulière appartenant à p = R. 

Donc, pour qu'une telle intégrale .n’existe pas, il faut et il suffit 
que lon puisse trouver une combinaison 7, ..7, et une valeur m assez 
grand pour que l'inégalité (114) ait lieu pour p = À et pour cette va- 
leur m; ce qui prouve bien notre assertion. 


17. Pour décider si une équation de la forme (15) dont les para- 
métres ont des valeurs numériques données, possède ou non une intégrale 
régulière appartenant à A on peut, par conséquent, procéder de la ma- 


niére suivante. On détermine le nombre m, et lon calcule les valeurs, 


1 


o =f, de toutes les fonctions (94) correspondant à l'indice m. 


pour , ) 


En donnant à cet indice-successivement les valeurs ©, 1,2,.., on peut 
arriver à une valeur m telle que les fonctions (94) correspondantes sont 
toutes nulles pour o = R; dans ce cas, léquation (15) a certainement 
une intégrale régulière appartenant à A. Ou bien, l'indice m peut étre 
tel que linégalité (114) ait lieu pour une combinaison au moins de p 
nombre de la suite (113); dans ce cas, l'équation (15) ne possède aucune 
intégrale régulière appartenant à R. 

Mais il pourrait arriver qu'aucun de ces deux cas ne se présente 
tant que l'indice m reste inférieur à tel nombre positif que l'on voudra 
fixer arbitrairement à l'avance; et le nombre des opérations arithmétiques 
nécessaires pour résoudre la question proposée pourrait alors croitre au 
delà de toute limite. Toutefois, dans le cas le plus général, ce nombre 
ne croitra pas au delà d'une certaine limite; car, si l'équation ne possède 
aucune intégrale régulière appartenant à R (et c'est là le cas le plus 
général) on arrivera, d'aprés ce qui précéde, aprés une suite limitée 


, 


d'opérations arithmétiques, à un indice m pour lequel l'inégalité (114) 


c 


aura lieu, 
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Pourtant il y a des cas ou la méthode précédente ne donnera pas 
de réponse à la question proposée; et il semble nécessaire alors, pour 
arriver à bonne fin, de faire une étude approfondie des fonctions dé- 
terminantes elles-mêmes. Une telle étude ne sera pas faite dans le présent 
mémoire. Nous nous bornerons, dans le paragraphe suivant, d'établir 
quelques propriétés générales de ces fonctions. 


2 
LE 


us 


18. Nous avons vu que le probléme général concernant les intégrales 
réguliéres se raméne à l'étude de certains déterminants infinis, définis 
par des symboles de la forme 


n ARTE Por te A 

(1 15) ( 1 P Pp I ) 

JEU i ee ee ee 
les indices ¢ appartenant a la suite —p,..,—1,0,.., + © et les 
x à la suite O, 1,.., + cc. Nous savons que ces déterminants sont des 
fonctions entières de » dont les coefficients s'expriment en fonction des 
paramètres 
(116) qi - 25 PT e M p, 21 fog ee) 


Pour faire un premier pas dans l'étude de ces fonctions, nous allons les 
développer en séries procédant selon les puissances de ces paramétres. 
Considérons d'abord le déterminant suivant 


Di — 1] 
(117) 
—p..—I 
qui, comme on voit immédiatement, peut s’érire sous la forme 


A oo Xn av op 


Xoo. Kates > ip Hop 
I Iz 
|| 


| 
| 
(118) 
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Chacun des éléments diagonaux 7, étant linéaire par rapport aux y — 1 
paramétres 


(1 19) Gy 9 » 03, 3» ++) Any 
nous pouvons écrire 


(120) Ta el Van 


4x étant indépendant des paramètres (116) et y} étant linéaire et ho- 


mogéne par rapport à eux. On voit, d'aprés la formule (20), que ces 
fonctions s'écrivent ainsi 


xi p (p zr hp), * 

ta. = [Co ar 2) pa Oy 2,—2 =F (o == ing s Bis si» == a,» |h;(e), 
le symbole (9 + i) désignant, d'une manière générale, le produit suivant 

BIETET «(Did d Bick 2). 
Le produit 
(121) «(9) = Ty? 
converge absolument; c'est ce qu'on voit en écrivant chaque facteur y‘P 
(excepté 75) sous la forme 
5—n4-1 


(122). MA ( 45e ‘(1 ii ( Bass sise —)e” m 


Nous pouvons done, dans le déterminant (118), diviser les éléments de 
chaque ligne 7 par le facteur correspondant y} et, en introduisant les 
notations 





| 





(@ | 
(AEE T ux Zik ELM 

(123) Jd) im ADS £u GE) 
ii Zi 


écrire le déterminant (117), divisé par z(p), sous la forme suivante 
- - 
| 1 + 500 > >01 ’ 


(124) een 
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La série Dial Sel étant convergente pour toute valeur de p, nous pouvons, 
en vertu d'une formule envisagée au mémoire cité (n? 7), développer le 
déterminant (124) sous la forme 


= = m || 
à = Sup py "BÀ | 
Sup E | | 
(125) 1+ 4, + > doctos N dor 
Sun Sw | m x. = | 
| Sau mv Sa | 


les indices de sommation #,»,A,.. parcourant la suite des nombres 
(126) OI sean. CO 


et étant assujettis à la condition 


(127) JL jest Er ES e 
Or, nous pouvons écrire 

ne 

SE (pt On 


où 
(1 28) Aa T (p + PTS + (p + Deka, Sr So + On i—k- n* 


Done, en introduisant les notations 








2 ^ A 
Or 
S == . ate ^ lE So Y Diae | 
"14 | f£. xn. <a 
1--r 
/ | 
Au FE ea | 


nous obtenons la formule suivante 


(129) ( 4 ) = x(0) Lao) SO + z(g)S9 +2. + z(p)S 4... 


—p.. —I 


La série du second membre converge absolument pour toute valeur 
de o et converge uniformément dans un domaine fini quelconque; et il 
en est de méme de chacune des series 5'"' (voir mem. cité, $ 1, n° 15). 
Chacune des fonctions A, étant linéaire et homogène par rapport aux 


—p..—!I 
parametres (116), nous voyons que la fonction ( ) développée 
—p..—1 
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selon les puissances croissantes de o, aura pour coefficients des séries ab- 
solument convergentes procédant selon les puissances et les produits de 
ces paramètres; si on considère ce déterminant comme fonction des para- 
métres (116), la formule (129) donnera le développement de cette fonction 
selon les puissances croissantes de ces paramètres, 7(») étant le terme de 
degré zéro, z(p)S™ l’ensemble des termes de degré um, et, d'une manière 


générale, z(o)S" l’ensemble des termes de degré r. 
D'après la formule (128), on pourra développer le déterminant 


S, , de la maniére suivante: 


(1 39) SEM — 2 (p == pote SF Hs Testes (p zi Meu ovde 


la sommation s'étendant à toute permutation 4, .. k, de r nombres de la 
suite 2, 3,.., 2 et SP" désignant le déterminant des »? éléments suivants 


1 ie 


( 131 ) Qty 14—k, * WAZ SET) 


24, 


Désignant l'élément a, , ,, , par (».4) de sorte que le déterminant 
o Fly Ha A) 


Sr prenne la forme 


| (t- 1) (mer) 
| . how ROOM ON 
| (r. D) er 0.7) 


nous savons que chaque terme de ce déterminant peut s'obtenir en 
partageant, d'une maniére convenable, les facteurs du terme initial 


Gene). ac m) 


en groupes et en permutant ensuite circulairement les indices appartenant 
à chaque groupe. Si done nous désignons, d'une manière générale, par 


[4 .. 4] le produit suivant 


(i, F i.i, x i.) pa: (i, LU i), : 4), 


Är 


un terme quelconque du déterminant 57 pourra s’ecrire sous la forme 


(133) ([— wy esr ue c sot 


l’ensemble des indices i représentant une permutation convenable des 


Sur les intégrales régulières des équations différentielles linéaires. 395 


nombres r,2,..,r et les nombres 5, , y, .., »,(— r) étant convenable- 
ment choisis dans la suite 1,2,.., 7. 

Dans la série S”, les indices de sommation y, ..y, prennent toutes 
les valeurs de la suite ©, 1,.. + co qui satisfont à la condition 


f, GERD Lo En 


or, le déterminant S, restant inaltéré si l'on permute ces indices d'une 


Ly-- [ir 


maniére quelconque, nous pouvons écrire 





er I «^ e Ur 
I a 5 r) E Hi. ! 
( 34) je» cs. (p + en 
les indices p,..y, devant parcourir la suite 0, 1,..-] oo et étant 
assujettis à la seule condition de rester tous inégaux. 
Done, remarquant qu'on a 


(9 + fax 2: I 
(9. + Mn E (pte—n+ kl 





et posant, pour abreser 
? P D 


is Len » hehe 
(135) (p -F p, - rn + k,), (ep p, — 1 + Eky..(p + p. — 0 + Es ue ae 





nous pouvons égaler la série S” (multipliée par |r) à la somme d'un 
nombre fini de séries de la forme 


(136) = 1) fr lin Æ 1; vero bese sehr 


Lee fte 


(car, dans l'expression [1..»][» + r..»,]..[vj i + 1..»,] on peut 


évidemment remplacer les indices 1,2,..,», par i,,i,,..,%, puisque 
ceci ne change s la valeur de la somme (136). 

Soient A,.. A, une permutation quelconque des nombres y, ../2,: 
Eu, une seipsis quelconque des nombres p, ,,.. 1, :..5 A 41-4, 


une pgriagisjion quelconque des nombres y, 143} vil, est facile de 
va—1+1 Va 


voir qu'on peut considérer la série (136) comme la somme de 
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séries de la méme forme (136) mais dans chacune desquelles on assujettit 
les indices y, .. y, à des conditions de la forme 


(1367) ramos N rex coe Deo Wer ce <A; 


ces conditions seront verifiees, et cela de la maniere la plus generale, si 
nous posons 


ae cene UE Ra, a 


AS = Pix Ga + Gare + Ci 


(T=2,3,..,i1—%;i=0,1,..,q—1) 


où », = o, les c désignant des entiers positifs (non nuls) quelconques et 
les 5 étant des entiers positifs (ou nuls) assujettis aux conditions suivantes 


> 
Bit = fa 
faa en = aa == Ca Sr Gel) 
(i IC T= 2,2 ; —— p. = 2 , 2 : — ) 
PE 2 95 ee Digi i316 Z yere 3 Very 9i. 
Par conséquent, une série quelconque de la forme (136) où les indices 


A ++, Sont assujettis aux conditions (136’) peut être remplacée par une 
série de cette nouvelle forme 


(139) Lea a] n s Enn d] e 


ic ELE. 
où le premier signe de sommation indique que les nombres c doivent 
parcourir, indépendamment les uns des autres, la suite 1,2,.., + co, 
la sommation par rapport à A, .. 3, étant limitée par les conditions (138). 
Or chacune des expressions 


(139^) pee 1a : 

est indépendante des indices 5, .. 8, puisqu'elle ne depend que des diffé- 
rences réciproques des nombres 

(140) Anti ’ Ay+42 à 153. A 


et que ces differences, en vertu de (137), sexpriment en fonction des 


LN 


nombres c seuls. La série (139) peut donc s’ecrire sous la forme 


(14 1) YKO > T^ 


E A He. ir) 
(c) Fr. Be x 


© 
e 
~] 
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K^? désignant l'expression suivante 
{ ) m — 
(142) RS (el cest [or De pes S oes er n an 
L'expression (139') dépend et dépend seulement, de certains des paramètres 
3 pP , I 


Ay s—t —E 


ou k est un nombre de la suite 


(143) ki , kurs js 09 Ryan 


et où s et ¢ sont des nombres de la suite 


(144) Kees de £d Aus 

La différence entre deux queleonques des nombres (144) s'exprimant sous 
la forme 

(145) Are — Aree = Ci. zi "e Tr Ci - 1 


(ou l'on suppose 7 > s), nous voyons done que, si 


(146) La —h ? 92 —k; ee] Ds ae kr 

désignent les paramètres qui figurent dans l'expression K^, chacun des 
eo eo 

indices g,,9,,--,9, (pris, selon les cas, avec le signe + ou —) sera 

nécessairement égal à la somme de certains des nombres c. 


Je dis que, 
(147) NR 
étant des entiers donnés quelconques, le système d'équations 
(148) HN AN PT eet un De € 


où les c sont considérés comme inconnus, n'aura qu'un nombre fini de 
solutions en entiers positifs. 

En’ efiet, puisque 475 2503» << Ab 
3 fh, NOUS pouvons poser 


est une permutation de /4,,; . 4,45; 


[22] 


(1 49) Hits = avc (521,2, .., vi1—w) 
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7,.7,,.., Tia, désignant une permutation convenable des nombres 


1,2,..,J,; —», Par conséquent, on peut définir les g par les for- 
mules suivantes 


(150) gs = hae = ALIE (s=1, 2, ..,7:41—»i5i1— 0, 1, .., 9—1) 


ou lon convient de poser z,,— 7, pour s — »,, — ». De cette formule, 
on peut conclure que chacune des r — 4 quantités c figure nécessaire- 
ment dans lune au moins des équations (148); car, z, désignant l'un 
quelconque des nombres 1,2,..,»,,, — », (excepté l'unité) et z;,, celui 
qui est égal à wn, on aura, en vertu de (150) 


ET ME S Ae, == Ay) 


pourvu que a < B et 


a—1 

aute un PÈRE. : 
pourvu que a — £-- 2 (a ne peut être = A + 1 car on aurait alors 
7, = I, contrairement à l'hypothése) Donc, dans tous les cas, on voit 


d'aprés la formule (145) que linconnue c,. , figure dans la somme de 
certains des g et, par conséquent, dans l'une au moins de ces expressions. 
Or, en vertu de la forme des g, chaque équation g, = 4; n'aura, 
pour les inconnues qui y figurent, qu'un nombre limité de solutions en 
entiers positifs. Par conséquent, on voit bien qu'il y a seulement un 
nombre fini de combinaisons des indices positifs c qui peuvent satisfaire 
aux équations (148). 

Pour trouver l'ensemble de ceux des termes de la série (141) qui 
dépendent, et dépendent uniquement, des paramétres suivants 


(1 5 1) nk > Arosa, 3 ° ° 9 Kurier 


il faut limiter la sommation par rapport aux indices c à celles des com- 
binaisons qui vérifient au moins un des |7 systèmes d'équations suivants 


0 0 0 
9, "Ges Jay URS tee Ue — Ga 
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ou f,.. f, désignent successivement toute permutation des r nombres 
pao na. 

Ces combinaisons étant en nombre nécessairement limité, nous voyons 
done que le coefficient par lequel est multiplié, dans la série (141), le 
produit des + paramètres (151), s'exprime linéairement et à coefficients 
rationnels par rapport à certaines séries de la forme 
(152) I sm 

Donc, si nous developpons l'expression z(p) S^ selon les divers produits 
qu'on peut former par r des paramétres a, c'est-à-dire si nous écrivons 


- Xr rk da 
(153) z(p)S? = ) — Das >= dr: Qn .. ee) 
kı..Kr 91--9r : i 
la sommation par rapport aux k,..k, s'étendant à toute permutation de 
r nombres de là suite 2,3,..,* et celle par rapport aux 9g, .. g, à 
toute permutation de r nombres de la suite 


(154) NR Vo, 1,.!., #8, 


chaque coefficient Un” s'exprimera linéairement et à coefficient rationnels 


Ur 


par rapport à un nombre fini de séries de la forme 


(155) tl. TE te 


Biss Ba 


19. Nous nous trouvons donc amené a étudier d'abord les séries 
de la forme (152). 

En permutant les indices 1,2,..,r des nombres ji, p, , .., p, d'une 
maniére convenable, on obtient 4,, À,,.., 4; désignant par /,,/,,.., l, 
la permutation FC is des nombres /,, 5,,.., k,, on pourra, en 
vertu de la formule (135), écrire 7777 sous la forme 





I 
OW PM a 
(156) Ti d (p + À,—n T up-tA—ncu..-(oc à — 1 + ly, 
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ou, en posant 
» 


II(p +2 — n + lj). = ei(p a Bids 


i=1 








(157) II (o TÀ — 1 +), = $60 Be), 
AL, (o het Li) EE (o s Ba) 
(1 58) Tht pe I 


^^ dod B)d.( + B)-.du(o + Br) 


D’après (157), chaque fonction d,(9 + fj) est une fonction entiére ration- 
nelle de degré 


Vk 


ou 
i=%14+1 
par rapport à o + ,, ayant pour coefficients des nombres entiers qui ne 
dépendent que de », de k,,..,k, et des nombres c. 
La série (152) prend done la forme suivante 


I 
(159) 2 Cp + BE, Gp +B). «(o + Ba)’ 


B 





la sommation s'étendant à toutes les permutations de g nombres de la 
suite O, 1,,., + co, excepté celles pour lesquelles une ou plusieurs 
des égalités 


Bos = Bj 
(160) 
Piss Sr Cia = t == Gr — Bia E Cja == .. =F Cj. 1» 
(027; 0—2,3,..,941——9,50—2,3,..,V)41 —Jj; 0,7 — 0, E,..; g — 1) 





sont vérifiées. Cette série, qui représente manifestement une fonction de 
p méromorphe dans tout domaine fini, sera désignée par F(o), Pour en 
évaluer la valeur en fonction des fonctions élémentaires de l'analyse, 
nous pouvons procéder de la manière suivante. 

Si, dans la série (159), nous n’assujettissons les indices 8, .. 8, à 
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aucunes conditions, la somme S de cette série sera égale au produit des 
q séries simples: 











p ooo Nnm 


zc By Yl zi B) 7 Bst ‚(pP zl; Pa) =" Pr esp IE Pa) 
d'un autre cóté, on peut écrire 
7 7% 7 
SERRE 


F, = F(p) désignant l'ensemble de ceux des termes de S dont les indices 
B,-- f, ne satisfont à aucune des relations (160), F, désignant l'ensemble 
de ceux dont les indices A, .. A, vérifient une, et une seule, des relations 
(160), F, désignant l'ensemble de ceux dont les indices A, .. f, vérifient 
deux, et deux seules, des relations (160), et ainsi de suite. 

Or, assujettir, dans une série multiple d'ordre 4, les indices à remplir 
une ou plusieurs relations linéaires, cela revient à la transformer en une 
série multiple d'ordre inférieur à 4. Donc notre série F(p) s'exprime en 
fonction rationnelle et entiére par rapport à certaines séries, de la méme 
forme d'ailleurs, mais dont l'ordre de multiplicité est inférieur à 7. 
Opérant de la méme manière sur chacune de ces séries et procédant 
ainsi de proche en proche, nous voyons qu'on peut exprimer (p) en 
fonction rationnelle et entière par rapport à un certain nombre de séries 
simples dont chacune est de la forme suivante 





tx d 
(162) > [ n: Q) ch E Q hl 5 2 
SE Ono 7, RP), - Ts + B) s doo Ts + B) 
Srdesienant un nombre de da suite r,2,..,9, les 0, ,0,,.., 0, des 


nombres de la même suite et 7,,7,,..,7, étant des entiers qui ne dé- 
pendent que des nombres c. 
Si nous posons 


Do + B) = die c-r, + Abe + ra + B. xo +7 + p 


®(o + f) sera une fonction entière rationnelle de p + f, ayant pour 


coefficients des nombres entiers et pour racines des nombres entiers aussi. 
Soient 


= 
= 


(0) 


[2i 
1? "335 °°.) 
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les racines distinctes de (p + f$), et 
Uem eme A 
leurs ordres de multiplicité. Nous pouvons écrire 
t 
=> + x fom |. 


Opt = use Kae 


les B, et les B,, désignant des nombres rationnels; d'ailleurs, le degré de 
la fonction (o + f) étant égal ou supérieur à 2, les résidus P, satisfont 
nécessalrement à la relation 


done l'égalité précédente (ou nous supposerons f > 0) ne cessera pas d’être 
vraie si nous retranchons du second membre la somine 


Ceci posé, désignons par @(p) la fonction suivante 


6p) => SE m F : Rh 


(D’apres les formules connues relatives à la fonction Z’, on a la relation 








l'(p) désignant, selon l'usage, la fonction Eulérienne définie par la formule 


tx 


I pX _P 
T(p) ah (: +£)e 
et C la constante dite d’Eurer.) 
Nous obtiendrons 
a I N^ T 1 E : : 
M a | (5 — s) E B:6%(0—e,)|. 


Jed 
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Or, d'apres les propriétés de la fonction 0, on a, en désignant par e un 


entier positif quelconque: 








I 1 I 
ar pne) nac dice 1 apex peus I JU ap), 
et, quand e désigne un entier négatif quelconque = — 7: 
I I I 
SOW ete 7) = d 3e +.. eer ae 0(p). 


Done la série (162) peut être considérée comme la somme de deux fone- 
tions dont l'une est linéaire et homogene, à coefficients rationnels, par 
rapport à 60(p) et à quelques-unes des dérivées de cette fonction, tandis 
que l'autre s'exprime en fonction entière et rationnelle, à coefficients ra- 
tionnels, par rapport aux quantités suivantes 











I I I 

0 'p SO uv 0 u^ 
E EE Nas 

i i 

(163) 

I I I 
= , LEA p C DD RE MER E 
p (omg N Demi 


(ou e désigne successivement tous ceux des nombres e, qui sont positifs 
et — 7 tous ceux qui sont négatifs). 

On en conclut que la série F(o) s'exprime en fonction entière ra- 
tionnelle, à coefficient rationnels, par rapport aux fonctions 


(164) ; ODEO oes 8*0) 


(x désignant un entier positif dépendant de r, facile à calculer dans 
chaque cas particulier et auquel il serait facile, dans le cas général, 
d'assigner une limite supérieure) et aux fonctions (163) (où & et 7 dé- 
signent certains entiers dépendant uniquement des nombres c). 

Posant, pour abréger, 


(165) do) — I jet, 
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on peut, en vertu de la définition (121), écrire la fonction z(o) sous 
la forme 


(166) z(p) = 8(p)8(p — 1)..8(p —n + 1). 


On en obtient, d’après des formules bien connues relatives à la 
fonction I’, 


z(p) = E.(p — 1)" "(0 — 2)" ..(p — n + 1Y(8(p))", 


E désignant la constante 





d'ailleurs, entre les fonctions 6(o) et $(o) on a la relation suivante 





Par suite, chaque expression de la forme (155) (divisée par la con- 
stante E) est une fonction entière et rationnelle, à coefficients rationnels, 
par rapport à o, à #(p), aux fonctions (164) et aux fonctions (163). 

Done, d’après ce que nous avons vu, chaque coefficient Ur du dé- 
veloppement (153) sexprime aussi sous cette forme. 


20. Ayant ainsi trouvé la forme analytique sous laquelle se pré- 


—p .. —I 


sente le déterminant ( ) quand on le développe en série 


—p..—1 
procédant suivant les puissances croissantes des paramètres a,,, il sera facile 
de le développer selon les puissances croissantes de p. 

Dans le voisinage de 9 = 0, la fonction 0(o) peut, comme on sait, 
se développer de la maniére suivante: 


AP) =~ + pB(p) 


P(p) étant une série procédant selon les puissances positives de 9 et dont 
les coefficients ont (aux signes prés) les valeurs 


- - - - 
+ ‘ 


33 ‘3 439/53 "EIUS 
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7, désignant le nombre suivant: 





2 I I I 
(167) T, — I uec Hone de (k=2,3,..) 


Quant aux fonctions de la forme (163), chacune d'elles, développée 
selon les puissances croissantes de o, aura pour coefficients des nombres 
rationnels et ne contiendra, au plus, qu'une seule puissance négative de p. 

Enfin, la fonction $(e) est une fonction entière de p dont les coeffi- 
cients sont des polynómes entiers, à coefficients rationnels, par rapport 
aux nombres r. 

Dans le développement de UF‘ selon les puissances croissantes de p, 
les puissances négatives de o disparaitront nécessairement, puisque UF: est 
une fonction entiere de po. Donc cette fonction (divisée par E) se dé- 
veloppe en une série procédant selon les puissances positives de p dont 
les coefficients sont rationnels par rapport aux r. 

Done, la série du second membre de (129) pouvant, en vertu de sa 
convergence uniforme, étre écrite sous la forme d'une série entiere par 
rapport à o, nous arrivons à cette conclusion: 


— op — 


Le déterminant ( ) est une fonction entière de p dont les 
=f) 20 T 

coefficients sont des séries absolument convergentes procédant selon les puis- 

sances des paramètres a; dans chacune de ces séries, les coefficients (divisés 

par la constante E) sont des polynômes enfiers, à coefficients rationnels, par 


rapport aux nombres c. 


21. La méthode précédente pour le développement du déterminant 


bee Sae : : : : à = 
s'applique à tout déterminant de la forme (115). En 
—p..—1 

effet, on peut obtenir l'un quelconque des déterminants (115) en supprimant, 
(—p .. —1 . , x 

dans , certaines lignes et certaines colonnes et en y remp- 
(—p..—1 : 

laçant certaines lignes et certaines colonnes par des lignes et des colonnes 

convenablement choisies dans la matrice des éléments y,; et on voit facile- 

ment que ces opérations n'altérent pas essentiellement la forme analytique 

et les propriétés générales du déterminant considéré, Ce n'est qu'à fin 
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de simplifier les formules que nous nous sommes borné à l'étude de 


B zzi : 2 Pt 3 x : 
( ): Aussi les conclusions précédentes relatives à ce de- 
— Di: —1 


terminant subsistent-elles sans modification pour le cas d'un déterminant 
quelconque de la forme (115). 


Mn 


4. 


22. Considérons, en particulier, le cas où l'équation proposée (15) 
a pour coefficients des fonctions rationnelles de z. On pourra l'écrire 
sous la forme 
d'y Q. 1. dy QUT ds Gr 
> = : = ne 25 4b y = O, 
da" Q axi? de 2 us ARE OG Ee gi SE / 9 


Q pP 
o * 








Q,, @,,.., Q, désignant des polynómes entiers en x qui ne s'annulent 
pas tous pour zr — o, Q, un polynôme semblable qui ne s'annule pas 
pour x =o et p un entier convenable. 

Si p € o, l'équation (168) appartiendra visiblement, dans le voisinage 
de z — o, à la classe simple des équations régulières. Nous pouvons done 
nous borner au cas ou l'on a p > o. 

Developpons les Q selon les puissances de x: 


(169) Q, — f^ ae pat ae Bsa” pr Ben x" (/—0,2,3,. ,n) 


et supposons, ce qui est évidemment permis, que f,,, c'est-à-dire le terme 
indépendant de x dans le développement de @,, soit égal à un. 
Cela posé, nous pouvons écrire, dans un certain voisinage de x — o, 





+a 
(DEN a ; 
170 — > PIS rz2,3 
( / ) Q, art» on , (r 22,8,.., n) 


les 4, désignant des fonctions entières rationnelles, à coefficients rationnels, 
par rapport aux A, et aux Au. En convenant de considérer chacun des 
Bo comme homogene et de degré 1 par rapport à une variable auxiliaire 
t, chacun des £,, comme homogène et de degré 2,.., chacun des f, 


nm 


comme homogene et de degré jy + 1 mais chacun des A,, comme ho- 
mogene et de degré À, on voit que le coefficient a, , , sera homogene 
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et de degré 1, que a, , ,,, sera homogene et de degré 2,.., que 
4, paz Sera homogene et de degré k + 1, et ainsi de suite. 
Cela étant, considérons les déterminants (83), définis, comme il a été 
, 
abstraction faite du facteur E, chacun d'eux peut être mis sous la forme 
d'une série entiere 


expliqué, en fonction de p et des parametres 4,,; nous avons vu que, 


(78) S, + 8,9 + Sp +.. 


où chacun des coefficients S, est une série absolument convergente, pro- 
cédant selon les puissances des paramètres 4, et ayant pour coefficients 
des polynômes entiers, à coefficients rationnels, par rapport aux nombres 
z. Exprimant les a, en fonction des £,, on voit sans difficulté que 
chaque série S, converge uniformément par rapport aux f,, à l'intérieur 
d'un domaine fini quelconque; par conséquent, les 5, sont des fonctions 
entières par rapport aux f£;. 

D'aprés la convention faite plus haut, un produit queleonque de la forme 


(1 72) Gn Aka, otto Pase 


est du degré 


(173) (9, - p 4 1) t -- d (g, - p x) 


par rapport à £. La série S, étant ordonnée selon les produits (172) (r 
prenant successivement les valeurs 1,2,.., + 00), chacun des indices 
4,50,» 5» 9, d'un terme quelconque sera supérieur ou égal à — p. On 
en conclut qu'il n'y a, dans S, qu'un nombre fini de combinaisons des 
indices g pour lesquelles l'expression (173) prend une valeur donnée; 
autrement dit, si # désigne un entier positif quelconque, il n'y a, dans 
S,, qu'un nombre fini de termes de degré y par rapport Yr 

Or, ordonner la série (171) selon les puissances croissantes de f£, 
cela revient évidemment à lordonner selon les puissances croissantes des 
paramètres 8. D’ot cet énoncé: 

Chacune des fonctions déterminantes de l'équation (168) est une fonction 
entière de o dont les coefficients, considérés comme fonctions des paramètres 
f. sont des fonctions entières ayant pour coefficients des polynómes entiers, 
à coefficients rationnels, par rapport aux nombres +. 


408 Helge von Koch. 


23. Soit, dans la suite des paramètres suivants: 
(1 74) Bo , Pso ch Bos 


PB» le premier qui n'est pas nul. L'équation déterminante, relative à 
T — O, sera évidemment 


(175) f(p) = B.sp(p — 1) ss (p — n + © + 1) 
+ Bsp — 1). (0 no + 2) + .. + Pro = 0. 


Pour que les x se trouvent à l'intérieur d'un domaine T, défini par 
des conditions de la forme (80) et (807, il suffit que les A satisfassent 
aux conditions suivantes 


= 2 2 g uf : 
(176) Boo = 15 dfmEEs (r—0,2,3,..,0;2—0,1,2,.., m) 


(176) Bs > 8 


les 8, désignant des constantes positives (ou nulles) quelconques et 4 une 
quantité positive (non nulle) quelconque. Appelons U le domaine des 
paramètres 3 défini par ces conditions. 

D'aprés ce que nous avons vu, on peut toujours, par une suite finie 
d'opérations arithmétiques, trouver un entier À et À fonctions entières de p: 


(177) Fy(p), Ep); ++» File) 


qui jouent le rôle de fonctions déterminantes pour l'équation considérée, 
relativement au point singulier x — o, tant que les paramètres f restent 
à l'intérieur du domaine U. R désignant l’une quelconque des racines 
de l'équation déterminante, nous savons que les conditions nécessaires et 
suffisantes pour l'existence d'un nombre donné y d'mtégrales régulières 
appartenant a À sexpriment en disant que les fonctions (177) doivent, 
pour p = R, sannuler de l'ordre y; et de là se déduisent immédiatement 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation (168) posséde, 
dans le voisinage de zr — o, un nombre donné s d'intégrales régulières. 

Proposons-nous maintenant de traduire ces conditions en relations 
entre les paramètres. 

Ceci se fait sans difficulté dans le cas où toutes les racines de l'équa- 
tion f(p) = Oo sont incongruentes. En effet, désignons par 


(178) Ri qo SAR 


n—c 
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les racines de f(p) = 0, par 
dr 


À + 1 variables auxiliaires et par G(fw,..5;) le produit suivant 


n—c 


(179) OG = u, FR) — uF (h,) —..— wF,(R)); 
v=1 

il suffira d'écrire que G(fu,..u,), considérée comme fonction de f, a s 

racines nulles quelles que soient les valeurs des variables #, ..#,: ce qui 

conduit à un certain nombre de relations de la forme 


(180) HN Ra, 4. Fo j=; 


H désignant une fonction entière et symétrique par rapport aux racines 
(178) et étant, par suite, représentable par un développement de la forme 


(181) H=H+H+H,+..+H+.., 


H, désignant un polynôme homogene et symétrique de degré » par rapport 
aux R. D'après la propriété des fonctions (177) établie au numéro pré- 
cédent, on voit que, dans chacun des polynómes Z4, les coefficients sont 
des fonctions entières par rapport aux /2, dont les coefficients (divisés 
par la constante Æ) sont des polynômes, à coefficients rationnels, par 
rapport aux nombres c. 


Or, écrivant f(p) sous la forme 


(182) CNT ME DR Kee fat s S ee 


et convenant de considérer f, f,,..,f, , comme des quantités homogenes 
des degrés respectifs 1,2,..,%—o par rapport à une variable auxiliaire 
t, on sait que tout polynôme homogéne symétrique et de'degré » par 
rapport aux racines À, peut s'écrire sous la forme d'un polynôme en 
fs fas fs homogene et de degré » par rapport à f. Chacun des 
coefficients f (multipliée par (2,,) s'exprimant en fonction linéaire et ho- 
mogéne, à coefficients entiers, par rapport aux paramètres 31,0 > Pet, 
.., fh, On en conclut que toute fonction telle que H est une fonction 
entière par rapport à E et aux f,,, ayant pour coefficients des poly- 
Pe. 
nómes entiers, à coefficients rationnels, par rapport aux r. 


bo 
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Toutefois, les relations ainsi obtenues cessent d'exprimer les condi- 
tions dont il sagit dés que deux ou plusieurs des racines À deviennent 
congruentes. Pour obtenir des formules qui embrassent tous les cas 
possibles, il faudra modifier la méthode précédente. Tout d'abord, nous 
avons besoin de quelques considérations préliminaires relatives à la di- 
visibilité de fonctions entiéres. 


24. Solent 


d (o) = a, Zr Vip 4 tt 4d- quaa -L D 
F(p) =}, + bp +--+ bare” + bp" +. 


deux fonctions de o dont l'une (o) est entière et rationnelle de degré 
m, l’autre F(o) entière (rationnelle ou transcendante) Pour trouver les 
relations entre les a et les db qui sont nécessaires et suffisantes pour que 
do) et F(p) possedent un facteur commun de degré s, nous emploierons 
la méthode suivante. 
Soient 
Pis P5 v: fm 


m quantités arbitraires que nous supposerons d'abord différentes entre 
elles. Si nous écrivons 


F(p,) =A,, 
F(p,) > 4, m IR 
(183) F(p) TA À, "b A. (p, an) 7s A (0; — pp; 02) 


CPLIT . . . . . . . . . . . . . . 


F (On) 7] À, + À, (0m — 4) =F oe Ei An-ı (Om — 01 Om — Pa): (0m — Pnm-ı) 


les coefficients 4, , auront les valeurs 


Lj, s 10h73. S106) tons Jugo, gri 


A = LU , .. Q . . D . .. . . wv=1,2,..,m) 
y—1 E 


v—2 


I 4.70) Witt Suga HOS) I, 0,3: +, 0, e ps 
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ou, ce qui est la méme chose, 








, es F(p,) F(p;) F(p,) 
(183) S NEU ta Sl a we 


g,(p) désignant la fonction suivante 


g,(p) pus (p - 29102 aa P3) “ue (2 T: P.)- 


A, ,, considéré comme fonction de p,,p,,.., 


fonction entiére, nous pouvons poser 


o,, étant visiblement une 


[9 


(184) Hu ye 0 o s Px «5 p») (/1,2,.., m) 


en désignant par 6(9,,9,,..,p,) une fonction entière par rapport aux 
£15» Pas: p, ayant pour coefficients des polynómes à coefficients rationnels 
par rapport aux P. 

Ceci posé, désignons par p,,p,,..,9, les racines de &(p); je dis que 
la condition nécessaire et suffisante pour que F(po) et ¢(p) admettent un 
diviseur commun de degré s consiste en ceci: on doit avoir, pour une 
permutation convenable 9, ,9,,.,.p, de s des racines de d(p), 


RD ite Ser 
\ = 
(185) Bla), Bo TOT eT NS STE CoD Lp.) 0: 
C'est ce qui est évident dans le cas où toutes les racines de (p) 
sont différentes car, dans ce cas, les équations (185) sont, en vertu des 
relations (183), équivalentes aux suivantes: 
F(p,) = 0, F(p,) =O, .., F'( p,). 
Pour le démontrer d'une maniére générale, remarquons d'abord que 
les équations (185) sont équivalentes aux suivantes 
(185^) 6(p.,) = ©, Brand ACER Ol On Ps pe) — 
4,,4,,..,4, désignant une permutation quelconque des nombres 1,2,..,5; 
on a, en effet, en vertu des formules (183). 
6(0.,) = 4, SHE Hy, A, + .. + H, 44.3; 
6(p., » Pa) = A, + Ha A, +. + H,, 14,10 


. . . . . . . . . . . 


ET 5-502). = Aa, 
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les H désignant certaines expressions entières et rationnelles par rapport 
aux o; en d'autres termes, on peut passer du système des fonctions 


CGE Alok, A PAR 0 
a celui des fonctions 
0(p,), (p, ; Dale. Se Bp. s ee) 


par une substitution linéaire de la forme 


ce qui prouve bien l'équivalence des systemes d'équations (185) et (185). 
Si les racines 


(186) 01» 225 **5 Ps 


ne sont pas toutes distinctes, nous les supposerons rangées de la manière 
suivante 


D — = a = Pag = DE CE — - — S 





c'est-à-dire nous désignerons par o, , 0.41) P3415 «es Dax les racines distinctes, 
par 5,, 0,, .., p, celles égales a p,, par p,,1, Paros - - , pg celles égales à 


Pas: €t ainsi de suite. 
in vertu des relations (183) on a (en supposant d'abord les p 
distinctes) 


CCS PESTE EI FOS Soe 25907) 





Op» Par.) p) = 
d’où se conclut que l'on a, pour p, =p, — ..—p,: 


d*— F(p,) 
yc (v=2, 3,.., a) 


dE 





A(p, ; f sius p.) E 
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Si, dans les équations (185^, nous prenons p, — 5,, p,, — pus -- Pu = p, 
les a premieres de ces équations seront donc équivalentes aux suivantes 
2 \— ae af \ — 

(187) FAB) on EA) m9 ee te 
Mn Aide meme, Pour 7245 — Pair <= Dg 
- S. 2! uaa m 4 4 
O(p, ? 3 Dr D.) "EE Bape Hp, ? P3» 3.712 Pa+ı); (v=a+2,..,4) 
9051 


or, en vertu des relations (183’) et des «4 premières des relations (1857), 
. on obtient 
F(Pa+ı) 


Pat a pi paa = 92) mE (Pats 33 Pa) 





Bp, 2/03 ME ee) a ( 
ce qui conduit aux relations suivantes: 
(188) Hin Oma ON: RAS.) -— 


Continuant ainsi de proche en proche, nous voyons que les équations 
(185') sont équivalentes à l'ensemble des relations (187), (188), ... On 
en conclut que les relations (185) expriment bien les conditions nécessaires 
et suffisantes pour que la fonction (5g) soit divisible par 


(p AE pi Xp Ue Pa) ee (p EE p:)- 


Formons le produit suivant 


(189) A [u, O(p,.) + u,0(p,, , Pa) nis a IC == u, 0(p,, ? Pa. D rri M Pas) | 


Qe sn 
a, .. a, désignant successivement toute permutation de s nombres distincts 
de la suite 

indo MEET 


et w,,,,..,, étant des variables auxiliaires; pour que F(p) et (p) 
admettent un diviseur commun de degré s, il faut et il suffit que ce 
produit soit nul quels que soient 4, ,%,,..,4,, car, d'aprés ce que nous 
avons vu, il faut et il suffit que l'un au moins de ses facteurs s'annule 
identiquement. Mais de là on est conduit à un certain nombre de re- 
lations de la forme 


(190) Hg, 5) — o 
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H(a, b) désignant une série convergente procédant selon les puissances 
croissantes de a et de b et ayant pour coefficients des nombres rationnels. 

Ces relations (190), qui sont évidemment en nombre fini, expriment 
done les conditions dont il s'agit, quelles que soient les valeurs des coeffi- 
cients a et b. 


25. Pour pouvoir appliquer ces résultats au probleme que nous 
avons en vue, il faut démontrer d'abord le théorème suivant: 

Pour que l'équation (168) admette un nombre donné s d'intégrales 
regulieres, il faut et il suffit que les fonctions (177) possèdent s(k—h +1) _ 
racines en commun avec la fonction suivante 


(191) f(p)f(p + 1). - f(o + &), 


k et h désignant des entiers positifs convenables. 
Soient, en effet, 


(192) Riss on 


n—o 


les an — ce racines de l'équation déterminante /(p) = o. Supposant que 
les paramètres f restent dans l'intérieur du domaine U défini par (176) 
et (176’), nous pouvons assigner une limite supérieure H aux valeurs 
absolues des différences 

R,, — R,; (115 71,2, .., n—e) 


soit À l'entier positif immédiatement supérieur au nombre H et désignons 
par & un entier quelconque supérieur à A. 

Supposons que les racines (192) soient numérotées de telle manière 
que Z,, k,,.., R, désignent les racines incongruentes de f(p), et que, 
de plus, À, ait une partie réelle inférieure à celle de toute autre racine 
de f(p) congruente à R, (v désignant successivement 1,2,..,2). 

Désignons par ¢, le nombre des racines (comptées avec leurs ordres 
de multiplicité) congruentes à R, de sorte qu'on ait 


Cough SR eo = LE 


soit s, l'exposant de la plus haute puissance de o — R, qui divise toutes 
les fonctions (177) 


Nous aurons la condition suivante 


S» CERE (=1,2,..,a) 
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et le nombre des intégrales réguliéres de l'équation (168) sera égal à 
$, ts, +..+5s,. Par conséquent, la condition nécessaire et suffisante 
pour l'existence de s intégrales régulières peut s'écrire ainsi: 


(193) $ +3, +: 5,2 s. 


Les fonctions (177) s'annulent, pour o = À 
mais de là on peut conclure que ces fonctions s'annulent du méme ordre 
pour p= R,—A, À désignant un entier positif quelconque; car, si elles ne 
s'annulaient toutes que d'un ordre inférieur à s,, le nombre des intégrales 


d'ordre s, au moins, 


») v 


régulières appartenant à AR, — À serait inférieur à s,, ce qui est évidem- 
ment contraire à l’hypothese. 

Or, k désignant un entier positif quelconque supérieur à h, la fonc- 
tion (191) s'annule pour 9 = At —À d'ordre s, au moins, pourvu que l'on ait 


ern 


Par conséquent, le nombre des racines communes aux fonctions (177) et 
(191) est, au moins, égal à 


(s, +8, +--+ SE —h + 1); 


done, S désignant le nombre exact de ces racines communes, la formule 
(194) S — s(k — h -- 1) 


exprime une condition nécessaire pour l'existence de s intégrales régulières. 

Pourvu que & soit suffisamment grand, cette condition nécessaire 
entrainera la formule (193) et exprimera done en méme temps la con- 
dition suffisante. 

En effet, toute racine commune aux fonctions (177) et (191) peut 
s'écrire sous la forme R,—A, » désignant un entier positif convenable 
et À un entier positif ou négatif convenable. Or, de résultats précédem- 
ment obtenus (cf. n° 10) il résulte que, si toutes les fonctions (177 
sannulent, pour o = R,—A, d'un certam ordre y, ces fonctions sannulent 
nécessairement aussi, pour p — À,, de cet ordre y au moins. Les seules 
valeurs de o pour lesquelles peut sannuler la fonction (191) sont évi- 
demment 


Resa hes uet RAR AR nee oa 
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Done, s, désignant l'exposant de la plus haute puissance de p — R 


y v 


qui divise toutes les fonctions (177) et (191), on aura 


(S, 4-5, +..+ S)E Eh 1-8; 


done, si lon suppose la condition (194) vérifiée, il vient 


(s, ES Es sc Bi sk + h Ir I) > s(k — h RH 1). 


De là et en vertu de la formule 


S Sa NUT EET 
on obtient 


(155) "e (see SEEN te) (ear ep er es 


Si l'entier positif X + 1 remplit la condition 
(196) k+r>hn—0o+Ss), 


ce que nous supposerons, la formule (195) ne peut évidemment être vraie 
que si l'on a 


(197) SESS © Dean LE 
Cd td. 


Il est done démontré que, si l'on choisit 7 comme il a été expliqué 
plus haut et % conformément à la condition (196), le nombre total des 
intégrales réguliéres de l'équation (168) est égal au plus grand entier 


contenu dans le nombre 
S 
k—h+1 


, 


S désignant, comme plus haut, le nombre total des racines communes 
aux fonctions (177) et (191). Em d'autres termes, dire que l'équation 
(168) admet un nombre donné s d'intégrales réguliéres, cela revient à 
dire que le nombre des racines communes aux fonctions (177) et (191) 
est, au moins, égal à s(k — h + 1). 


26. Désignons la fonction (191) par 4(po) et posons 


F(p) = e F(p) E E, F,(p) +..+ &F,(p); 
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&,,&,--,& désignant des variables auxiliaires Pour exprimer que 
l'équation (168) possède s intégrales régulières, il suffira d'écrire que les 
fonctions F(p) et d(o) ont s(k — }h + 1) racines communes quelles que 
soient les valeurs de &,, £,,.., &. 

En vertu de la formule (175), (o) est une fonction entière ration- 
nelle de » de degré 


(n — ok + 1) = m 
et pourra s'écrire sous la forme 
(p) = Op" + dp" +... + das 


®, désignant la puissance k + 1""* de A,, et les autres ®,, des expres- 
sions entiéres et rationnelles, à coefficients entiers, par rapport aux para- 
mètres 3. D'après ce que nous avons vu au n° 23, l'existence d'un 
nombre donné de racines communes à F(p) et (po) s'exprime par un 
nombre fini de relations de la forme 


lil = © 
H désignant une série procédant selon les puissances de 
I 


0, 


u 


On Or, +5 De 


et des coefficients de F(p) et ayant pour coefficients des nombres ration- 
nels; considérée comme fonction de &,6&,..,€, H est une fonction en- 
tiere rationnelle puisque son degré par rapport aux coefficients de F(p) 
est nécessairement inférieur à un certain nombre fini. Par conséquent, 
en égalant à zéro chacun des coefficients de la fonction H (considérée 
comme fonction de é,, £,,.., £) on obtiendra un nombre fini de relations 
de la forme 


(198) Ko —0, 


ADS ; dr, . H n3* » I - of yoo 2 
K désignant une fonction entière par rapport à E et aux paramètres f, 


dont les coefficients sont des polynômes entiers, à coefficients rationnels, par 
rapport aux nombres zt. D'où ce théorème: 


Etant donnés une équation différentielle (168), son ordre n et le degré 
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n — o de son équation déterminante, on peut toujours, par une suite finie 
d'opérations arithmetiques, trouver une suite finie de relations de la forme 
(198) qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équa- 
tion proposée admette, dans le voisinage de x = o, un nombre donné d'inté- 
grales régulières. 


Ces relations (198) expriment les conditions dont il s'agit tant que 
les paramètres 9 restent dans l'intérieur d'un domaine U, fixé arbitrare- 
ment à l'avance par des conditions de la forme (176) et (176^. 

Nous sommes done parvenu à la solution compléte du probléme que 
nous nous étions proposé, à savoir de trouver les relations qui expriment 
l'existence d'un nombre donné d’integrales régulières d'une équation li- 
néaire donnée. Mais il convient d'ajouter que ce résultat ne permet pas, 
du moins dans le cas général, de décider, par une suite finie d'opérations 
arithmétiques, si l'équation proposée possede des intégrales réguliéres ou 
non; ear les seconds membres des relations (198) sont, en général, des 
fonctions entières franscendantes. Nous avons trouvé plus haut (n° 14— 16), 
il est vrai, une suite de critères algébriques qui permettent de résoudre 
le probléme dans des cas étendus. Mais en méme temps, nous avons 
reconnu l'existence de certains cas d'exception ou les opérations algé- 
briques ne conduisent pas à bonne fin. A cause de ces cas et de la 
nature transcendante des fonctions A, il n'est pas encore possible de ré- 
pondre à la question sulvante: 

Peut-on toujours, par une suite finie d'opérations arithmétiques, dé- 
cider combien une équation linéaire à coefficients rationnels possede d'in- 
tégrales régulières? | 

La solution de ce problème, si jamais on pourra la trouver, dépendra 
sans doute d'une étude approfondie des fonctions déterminantes (177) ou, 
ce qui revient au méme, des fonctions K. 


Dans ce qui précéde, nous avons toujours supposé que l'équation 


DT. S n T d'la 1 
considérée (15) ou (168) füt privée du terme en 49 NwGette hypothese 
aa E 


est toujours légitime puisqu'une équation quelconque peut se ramener 
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immédiatement à ce cas -par une transformation connue; mais, pour la 
théorie des intégrales réguliéres, une telle transformation pourra introduire 
certaines difficultés de sorte que, dans beaucoup de cas, il sera préférable 
d'aborder létude de l'équation donnée sans aucune transformation pré- 
alable. En opérant ainsi, les déterminants infinis que l'on rencontrera 
ne seront plus de la forme normale, de sorte que les méthodes employées 
plus haut ne seront plus applicables. Il faudra, dans ce cas, se servir 
d'une classe plus générale de déterminants infinis, déterminants dont nous 
avons établi la convergence dans une note publiée aux Comptes rendus 
de l'Académie de Paris, le 30 janvier 1893. 
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NOTE ADDITIONNELLE 
à l'artiele 
SUR LES CARACTERES DE CONVERGENCE DES SÉRIES A TERMES POSITIFS 
ET SUR LES FONCTIONS INDÉFINIMENT CROISSANTES. 


Je m'apercois tardivement que certaines considérations développées 
dans mon article »Sur les caractéres de convergence des séries à termes 
positifs et sur les fonctions indéfiniment croissantes»,! en particulier au 
n? 15, se trouvent, sous une forme un peu différente, dans les Mémoires 
de Du Bois-Reymond (Math. Annalen, t. 11, 1877) et de M. Pincherle 
(Mem. Ac. Sc. Bologne, 4* série, t. 5, 1884). Ces Mémoires laissent d'ail- 
leurs subsister comme in’appartenant l'application aux series et les géné- 


ralisations des n° 19—21. 


J. HADAMARD. 





' ci-dessus, pag. 319— 336. 
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